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Cap´ıtulo 1
Introduccio´n
La extensio´n de la Teor´ıa de Campos de temperatura cero a temperaturas y densidades
finitas es un paso natural que se produjo hace medio siglo [1, 2, 3, 4]. La Teor´ıa de Campos a
Temperatura y Densidad Finitas (TCTDF) [5, 6, 7], se desarrollo´ a partir de la Teor´ıa Rela-
tivista de Muchos Cuerpos, y constituye una amalgama de Teor´ıa de Campos y Meca´nica
Estad´ıstica. Es aplicable en aquellos problemas de la f´ısica teo´rica de part´ıculas que tienen
caracter´ısticas de muchos cuerpos. A nivel teo´rico se necesitan formulaciones apropiadas
del problema te´rmico, para el cual se disponen de varios formalismos. Dos ejemplos son el
formalismo de Tiempo Imaginario y el de Tiempo Real [8]. A pesar de la larga experiencia
acumulada en este campo, muchos de los problemas planteados inicialmente au´n siguen
abiertos.
Muchos son los logros de la TCTDF y se esperan muchos ma´s. Por una parte permite
estudiar las teor´ıas ya existentes ma´s alla´ del contexto en el que inicialmente fueron creadas.
Esto significa explorar las propiedades de la materia en condiciones extremas, con altas
temperaturas y densidades. Un ejemplo de esto es la teor´ıa de QCD [9], que se creo´ como
un intento de desarrollar una teor´ıa fundamental de las interacciones fuertes. La TCTDF
aplicada a QCD [10] predice que cuando la temperatura y las densidades aumentan, existe
una transicio´n a una fase en la que los quarks y gluones esta´n deconfinados (fase de des-
confinamiento del color). TCTDF predice, por tanto, la existencia de un plasma de quarks y
gluones que, de hecho, deber´ıa existir en los primeros instantes del universo, de acuerdo con
los modelos cosmolo´gicos actuales. Esto tiene importantes consecuencias en el campo de la
astrof´ısica, ya que la transicio´n de fase podr´ıa haber jugado un papel muy importante en la
formacio´n de materia oscura. Otro campo donde la TCTDF esta´ dando frutos importantes
es en el contexto de las colisiones de iones pesados a muy alta energ´ıa. El hecho de que la
transicio´n de fase de QCD ocurra a temperaturas no excesivamente altas Tc ∼ 200MeV
hace que estas condiciones se puedan estudiar en el laboratorio. Existen estudios impor-
tantes de esta nueva fase de la materia en laboratorios actuales [BNL Relativistic Heavy
Ion Collider (RHIC)] [11] y es previsible que se continu´en posteriormente en futuras insta-
laciones: Large Hadron Collider (LHC) en el CERN, y Schwerionen-Synchrotron (SIS 200)
en el GSI. Finalmente, un tercer lugar donde pueden surgir tales condiciones extremas es
en el interior de estrellas de neutrones, donde la densidad es superior a la densidad nuclear.
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Existen distintas te´cnicas para estudiar el comportamiento de QCD en funcio´n de la
temperatura y la densidad. Estas te´cnicas se pueden agrupar en tres categor´ıas diferentes:
los me´todos perturbativos, los modelos efectivos de QCD en el ret´ıculo y los me´todos
semicla´sicos (instantones) [10].
1.1. Cromodina´mica Cua´ntica
La Cromodina´mica Cua´ntica (QCD, Quantum Chromodynamics) fue desarrollada al
comienzo de los an˜os setenta y responde al intento de mucha gente de crear una teor´ıa
fundamental que de´ cuenta de las interacciones fuertes [12, 13, 14]. Se trata de una teor´ıa
cua´ntica de campos renormalizable. Sus campos fundamentales son espinores de Dirac que
describen part´ıculas de esp´ın 1/2, llamados quarks, y campos gauge correspondientes a
part´ıculas de esp´ın 1, llamados gluones. Al contrario que QED (Quantum Electrodynamics)
que es una teor´ıa abeliana, QCD es una teor´ıa gauge no abeliana basada en el grupo gauge
de color SU(Nc), de modo que constituye una generalizacio´n de la teor´ıa de QED para el
electromagnetismo. Tanto los quarks como los gluones, que son las part´ıculas intermediarias
de la interaccio´n fuerte, llevan asociada una carga, llamada color. Como resultado los
gluones pueden interaccionar consigo mismos y con los quarks. QCD viene descrita por el
siguiente lagrangiano
L = − 1
2g2
tr(F 2µν) +
Nf∑
i=1
qi(γ
µDµ +mi)qi , (1.1)
Dµ = ∂µ + Aµ , Fµν = [Dµ, Dν] ,
donde Aµ = A
a
µTa son los campos de los gluones, Fµν = F
a
µνTa es el tensor Field Strength de
SU(Nc), Ta son los generadores hermı´ticos de SU(Nc) y qi son campos de quarks de varios
sabores. La teor´ıa viene parametrizada por una u´nica constante de acoplamiento g y por los
para´metrosmi correspondientes a la masa desnuda de los quarks. La evidencia experimental
indica que hay tres grados de libertad de color (Nc = 3), llamados tradicionalmente rojo,
verde y azul, y seis sabores de quarks (Nf = 6). Los quarks de tipo up, down y strange
son relativamente ligeros, mientras que charm, bottom y top son pesados.
Gran parte del e´xito de la teor´ıa reside en su habilidad para reproducir el comporta-
miento casi sin interaccio´n de los quarks a muy cortas distancias [15]. Esta propiedad de la
teor´ıa, que se conoce como libertad asinto´tica, explica el escalamiento aproximado que se
observa en las colisiones profundamente inela´sticas de leptones con hadrones [16, 17]. QCD
tambie´n parece consistente con mucha de la fenomenolog´ıa existente sobre las interacciones
fuertes, como la simetr´ıa quiral aproximada, la nocio´n de confinamiento de color o ciertos
modelos de hadrones como el bag o el string.
La teor´ıa de QCD presenta varias simetr´ıas. En primer lugar es invariante bajo el
grupo de simetr´ıa local SU(Nc), lo cual implica por ejemplo que la masa de los quarks es
independiente de su color. Cuando la masa de los quarks es igual a cero, el lagrangiano
de QCD (1.1) es invariante bajo el grupo de simetr´ıa global SU(Nf )L×SU(Nf )R, el cual
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se suele designar como grupo de simetr´ıa quiral [18]. Adema´s existe una simetr´ıa global
U(1)B relacionada con la conservacio´n del nu´mero bario´nico y una simetr´ıa global axial
U(1)A.
Los generadores del a´lgebra quiral son conservados y ser´ıa de esperar que las part´ıculas
formaran multipletes degenerados correspondientes a las representaciones irreducibles de
este grupo. Pero no existe evidencia de que exista esta estructura de multipletes tan amplia,
lo cual lleva a la idea de que la simetr´ıa SU(Nf)L × SU(Nf)R esta´ esponta´neamente rota.
A temperatura cero, o en general a baja temperatura, el estado fundamental de la teor´ıa
rompe esponta´neamente esta simetr´ıa al grupo SU(Nf )V
SU(Nf)L × SU(Nf)R RES−−→ SU(Nf )V . (1.2)
De acuerdo con el teorema de Goldstone esta rotura de la simetr´ıa implica la existencia de
N2f − 1 bosones de Goldstone pseudo-escalares sin masa. Para Nf = 2 estos son los tres
piones π+, π− y π0, y para Nf = 3 tenemos, adema´s de los anteriores, los cuatro kaones
K+, K−, K0 y K¯0, y el meso´n η. La rotura de esta simetr´ıa conduce adema´s a la aparicio´n
de condensados de quarks de la forma 〈qq〉 6= 0. Podemos pensar en 〈qq〉 como en un
para´metro de orden que caracteriza la rotura de la simetr´ıa quiral. Cuando la temperatura
se incrementa por encima de un cierto valor Tc, la simetr´ıa se recupera y el condensado de
quarks se hace cero.
1.2. Simetr´ıa del centro y transicio´n de fase de QCD
En gluodina´mica pura, esto es en ausencia de fermiones, la teor´ıa presenta una simetr´ıa
global extra asociada al centro Z(Nc) del grupo gauge de color SU(Nc). En el formalismo
de tiempo imaginario, la simetr´ıa Z(Nc) es generada por la accio´n de transformaciones
gauge locales que son perio´dicas en la variable temporal, salvo un elemento arbitrario del
centro
U(1/T, ~x) = z U(0, ~x) , z = ei2πn/Nc . (1.3)
La transicio´n a la fase de desconfinamiento puede verse como la rotura esponta´nea de la
simetr´ıa del centro a temperaturas suficientemente altas. Un para´metro de orden natural
para la simetr´ıa Z(Nc) es el valor esperado del loop de Polyakov,
1 que se define como
L(T ) := 〈P(~x, T )〉 =
〈
1
Nc
trc T
(
e−
∫ 1/T
0
dx0A0(~x,x0)
)〉
, (1.4)
donde 〈 〉 indica valor esperado en el vac´ıo, trc es la traza en espacio de color (en represen-
tacio´n fundamental), y T indica ordenacio´n a lo largo del camino de integracio´n. A0 es la
componente temporal del campo gluo´nico (en tiempo eucl´ıdeo). Bajo una transformacio´n
1En esta memoria se hara´ uso en ocasiones de una terminolog´ıa anglosajosa para algunas palabras, y se
evitara´ su traduccio´n con el fin de que el lector pueda identificar estos conceptos en la bibliograf´ıa. ’Loop
de Polyakov’ puede traducirse como ’bucle de Polyakov’.
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gauge con simetr´ıa del centro, el loop de Polyakov transforma P → zP, de modo que en
la fase en que la teor´ıa presenta la simetr´ıa Z(Nc) (fase de confinamiento del color), el
loop de Polyakov necesariamente vale cero. En la fase de desconfinamiento esta simetr´ıa
estara´ esponta´neamente rota, y eso vendra´ caracterizado por un valor no nulo para el loop
de Polyakov. Ca´lculos recientes muestran que en una teor´ıa gluo´nica pura con Nc = 3 esta
transicio´n ocurre a una temperatura cr´ıtica Tc ≃ 270MeV [19], y se trata de una transicio´n
de primer orden.
F´ısicamente el promedio te´rmico del loop de Polyakov en la representacio´n fundamental
determina la energ´ıa libre relativa al vac´ıo de un u´nico quark,
e−Fq(~x)/T = 〈P(~x, T )〉 , (1.5)
y la funcio´n de correlacio´n de dos loops de Polyakov conduce a la energ´ıa libre de un par
quark-antiquark,
e−Fq¯q(~x−~y)/T = 〈P(~x, T )P†(~y, T )〉 . (1.6)
La renormalizacio´n del loop de Polyakov es un problema que hoy en d´ıa esta´ abierto [20].
Recientemente se ha desarrollado un me´todo para renormalizar el loop de Polyakov en el
ret´ıculo [21, 22], y consiste ba´sicamente en el ca´lculo de la energ´ıa libre a partir de la funcio´n
de correlacio´n de dos loops de Polyakov, ec. (1.6). Los datos que se obtienen muestran un
comportamiento que difiere claramente del predicho por teor´ıa de perturbaciones [23] en
la regio´n cercana a la transicio´n de fase, de modo que los efectos no perturbativos parecen
ser dominantes en esta zona de temperaturas.
Un punto importante es que´ efectos produce la inclusio´n de fermiones en una teor´ıa
gauge pura. En el caso de QCD, cuando se an˜aden quarks en la representacio´n fundamental,
la simetr´ıa del centro Z(Nc) se rompe expl´ıcitamente, y el loop de Polyakov no sirve, en
principio, como para´metro para caracterizar la transicio´n de desconfinamiento. Una de las
consecuencias es la modificacio´n de las condiciones en que se produce la transicio´n de fase.
En concreto, los quarks tienden a suavizar la transicio´n, de tal modo que en la teor´ıa SU(3)
se convierte en una transicio´n de fase de segundo orden [22].
En cuanto a la simetr´ıa quiral, e´sta se encuentra esponta´neamente rota a baja tempe-
ratura, pero por encima de un cierto valor se recupera. El para´metro de orden local en
este caso es el condensado de quarks 〈qq〉, que es diferente de cero a baja temperatura,
donde la simetr´ıa quiral esta´ rota, y cero por encima de la transicio´n de fase quiral. Por
tanto, desde un punto de vista teo´rico la transicio´n de fase de QCD consiste en realidad en
dos transiciones de fase distintas, que podemos llamar transicio´n de desconfinamiento de
color y transicio´n de restablecimiento de la simetr´ıa quiral. Las simulaciones de QCD en el
ret´ıculo sugieren que, cuando se consideran fermiones sin masa, las dos transiciones tienen
lugar a la misma temperatura, al menos en el caso de potencial qu´ımico cero [24]. En este
caso la temperatura de restablecimiento de la simetr´ıa quiral es Tc ≃ 155−205MeV, donde
el valor preciso depende del nu´mero de sabores. Cuando se consideran masas f´ısicas para
los quarks la situacio´n no esta´ completamente clara. Para valores moderados de la masa,
la transicio´n quiral no tiene un para´metro de orden bien definido, y no se produce una
transicio´n de fase pura sino u´nicamente un cambio ra´pido (crossover).
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Obviamente, es de esperar que todos estos feno´menos de QCD a temperatura finita
sean consistentes con invariancia gauge. La invariancia Lorentz se rompe expl´ıcitamente
en ca´lculos a temperatura y densidad finitas, debido a que existe un sistema de referencia
privilegiado, que es el ban˜o te´rmico, y que se supone en reposo; no obstante, la invariancia
gauge permanece como una simetr´ıa exacta. En ca´lculos concretos en teor´ıa de pertur-
baciones, la conservacio´n de la invariancia gauge a temperatura cero se consigue con un
nu´mero finito de te´rminos, sin embargo a temperatura finita es necesario considerar un
nu´mero infinito de te´rminos, lo cual obligar´ıa en un principio a hacer un tratamiento no
perturbativo.
1.3. Teor´ıas quirales efectivas
Actualmente los grados de libertad hadro´nicos se vienen tratando con teor´ıas quirales
efectivas en las cuales un ingrediente ba´sico son los bosones de Goldstone generados en la
rotura esponta´nea de la simetr´ıa quiral de QCD [25, 26]. La aproximacio´n por excelencia
es la Teor´ıa Quiral de Perturbaciones (TQP) [25, 27]. Existen otras aproximaciones que
se basan en la construccio´n de modelos de quarks quirales como el modelo sigma [28] o el
modelo de Nambu–Jona-Lasinio (NJL) [29, 30, 31].
La TQP se fundamenta en la construccio´n de un lagrangiano efectivo invariante quiral
como desarrollo en potencias de los momentos externos de los campos y de la masa de
los quarks. Este lagrangiano debe satisfacer ciertos requisitos de simetr´ıa como invariancia
gauge, invariancia Lorentz (a temperatura cero), paridad y conjugacio´n de carga, y se
escribe en te´rminos de constantes de baja energ´ıa que se corresponden con funciones de
Green de QCD. Los valores de estas constantes no pueden ser determinados a partir de
argumentos de simetr´ıa exclusivamente.
Los modelos de quarks quirales aspiran, como TQP, a constituir una aproximacio´n de
la dina´mica de QCD no perturbativa a baja energ´ıa. Estos modelos hacen uso expl´ıcito
de grados de libertad de quarks. El modelo de Nambu–Jona-Lasinio ha sido muy utilizado
en el pasado y au´n se sigue utilizando. Las interacciones efectivas de cuatro fermiones del
modelo NJL representan cierta aproximacio´n a QCD. Sin embargo, desde un punto de vista
teo´rico au´n no esta´ claro de que´ modo estas interacciones de cuatro quarks surgen de QCD.
En el caso de dos sabores uno de los mecanismos podr´ıa ser las llamadas interacciones de
’t Hooft, que consisten en la interaccio´n de quarks a trave´s de los modos cero de instantones
[32].
1.4. Heat kernel y accio´n efectiva
La accio´n efectiva, una extensio´n a teor´ıa cua´ntica de campos del potencial termo-
dina´mico de meca´nica estad´ıstica, juega un papel teo´rico muy importante pues esta´ rela-
cionada con cantidades de intere´s f´ısico. A un loop tiene la forma cTr log(K), donde K es
un operador diferencial que controla las fluctuaciones cua´nticas cuadra´ticas sobre un fon-
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do cla´sico. Esta magnitud sufre algunas patolog´ıas matema´ticas, tales como divergencias
ultravioletas y multivaluacio´n. Por ello resulta u´til expresar la accio´n efectiva mediante la
representacio´n de tiempo propio de Schwinger2
− cTr log(K) = c
∫ ∞
0
dτ
τ
Tr e−τK = c
∫ ∞
0
dτ
τ
∫
dDx tr〈x|e−τK|x〉 . (1.8)
Al contrario que la accio´n efectiva, el heat kernel (o ma´s concretamente su elemento de
matriz) 〈x|e−τK|x〉 es univaluado y finito en la regio´n ultravioleta para valores positivos
del para´metro de tiempo propio τ .
El heat kernel fue introducido por Schwinger [33] en teor´ıa cua´ntica de campos como una
herramienta para regularizar divergencias ultravioletas de un modo que preserve invariancia
gauge. El heat kernel y su desarrollo han sido aplicados tambie´n en el estudio de densidades
espectrales e ı´ndices de operadores de Dirac (D) [34, 35] en te´rminos de operadores de Klein-
Gordon (D†D), para el ca´lculo de la funcio´n ζ [36, 37] y anomal´ıas de estos operadores [38],
para definir la accio´n efectiva de teor´ıas gauge quirales [39], para el efecto Casimir [40], etc.
El heat kernel se puede calcular perturbativamente haciendo un desarrollo en potencias del
tiempo propio. En la presente memoria va a constituir una herramienta fundamental para
el ca´lculo de las diferentes teor´ıas efectivas que vamos a considerar.
1.5. Estructura de la tesis
Esta tesis esta´ estructurada del siguiente modo:
En el cap´ıtulo 2 se considera el heat kernel a temperatura cero, y se construye su gene-
ralizacio´n a temperatura finita, dentro del formalismo de tiempo imaginario. Con objeto
de conseguir un desarrollo que preserve la invariancia gauge orden por orden, haremos uso
de una generalizacio´n a temperatura finita del me´todo de los s´ımbolos [41], que permite
calcular de un modo sencillo el desarrollo de una funcio´n en te´rminos de operadores locales
y covariantes gauge. Esto va a conducir a la definicio´n del loop de Polyakov (sin traza),
que es un objeto covariante gauge, y que aparece de manera natural en el desarrollo. El
ca´lculo se hace para un gauge general y en presencia de campos escalares que pueden ser
no abelianos y no estacionarios.
En el cap´ıtulo 3 se considera la teor´ıa gauge SU(Nc) de QCD, y se calcula su accio´n
efectiva a nivel de un loop en el re´gimen de temperaturas grandes, haciendo uso del re-
sultado del heat kernel del cap´ıtulo 2. Se calculan por separado el sector gluo´nico y el
2La traza funcional de un operador Aˆ se define
TrAˆ ≡
∫
dDx tr〈x|Aˆ|x〉 , (1.7)
donde D es la dimensio´n del espacio-tiempo y tr indica traza en espacio interno (color, sabor, Dirac, etc).
A lo largo de la tesis haremos uso de esta definicio´n.
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sector de quarks, y se hace un estudio de co´mo los quarks rompen expl´ıcitamente la si-
metr´ıa del centro Z(Nc). Esta rotura se va a manifestar en que algunos de los mı´nimos
absolutos degenerados que presenta el potencial efectivo de la teor´ıa como funcio´n del loop
de Polyakov van a dejar de serlo, y se van a convertir en puntos estacionarios (mı´nimos
o ma´ximos locales). A temperaturas suficientemente grandes esta´ justificado considerar
una teor´ıa efectiva dimensionalmente reducida, pues lo modos de Matsubara no esta´ticos
de los campos gauge se hacen muy pesados y desacoplan de la teor´ıa. Dentro del proble-
ma de reduccio´n dimensional obtendremos la estructura del lagrangiano dimensionalmente
reducido.
En el cap´ıtulo 4 se hace un estudio fundamentado de los datos del loop de Polyakov
renormalizado en la fase de desconfinamiento de color, obtenidos en el ret´ıculo. Se estudian
las contribuciones no perturbativas existentes, en el marco de un modelo fenomenolo´gico
que las describe como generadas por condensados gluo´nicos invariantes BRST.
En el cap´ıtulo 5 se aborda la problema´tica que presenta el tratamiento esta´ndar de
los modelos de quarks quirales a temperatura finita. Discutimos el acoplamiento del loop
de Polyakov de color con los quarks, y calculamos el lagrangiano quiral efectivo a bajas
energ´ıas, con una prediccio´n para las constantes de baja energ´ıa. Se estudian asimismo las
implicaciones que tiene este modelo, sobre la transiciones de fase quiral y de desconfina-
miento de color.
El cap´ıtulo 6 esta´ dedicado a estudiar los efectos de curvatura sobre varios modelos de
quarks quirales: Quark Constituyente, Georgi-Manohar y Nambu–Jona-Lasinio. En con-
creto, se estudia el acoplamiento de la gravedad en estos modelos de un modo que evite
la introduccio´n de nuevos campos aparte de los del caso plano y la me´trica. Se estudia el
tensor energ´ıa-impulso a bajas energ´ıas que se obtiene, con valores concretos para las cons-
tantes de baja energ´ıa esta´ndar y una prediccio´n para las constantes asociadas a te´rminos
no me´tricos con contribucio´n de curvatura.
En el cap´ıtulo 7 se hace un estudio de la estructura de la accio´n efectiva del modelo
quark espectral acoplado con gravedad. Por una parte se considera la contribucio´n ano´mala,
y por otra la parte no-ano´mala, con una prediccio´n para las constantes de baja energ´ıa. Se
estudian los resultados del modelo en el esquema de dominancia vectorial, y se compara
con el ca´lculo en el l´ımite de Nc grande en la aproximacio´n de una u´nica resonancia.
Por u´ltimo, en el cap´ıtulo 8 se presentan las conclusiones de la memoria.
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Cap´ıtulo 2
Desarrollo del Heat Kernel
El desarrollo del heat kernel1 [33, 39] se usa frecuentemente en el contexto de los me´to-
dos de integrales de caminos para integrar grados de libertad externos de un modo no
perturbativo. El resultado es un desarrollo en los campos que corresponden a aquellos gra-
dos de libertad que no han sido integrados. Esto quiere decir que el desarrollo del heat
kernel proporciona una teor´ıa de campos efectiva. Los te´rminos del desarrollo se clasifican
de acuerdo con su dimensio´n.
Nuestro objetivo en este cap´ıtulo consiste en disen˜ar un me´todo que permita mantener la
invariancia gauge a temperatura finita de forma manifiesta orden por orden en el desarrollo
dimensional. Para ello aplicaremos una te´cnica conocida como me´todo de los s´ımbolos,
que fue desarrollado a temperatura cero [42] y extendido posteriormente a temperatura
finita [41]. Hay que notar que el tratamiento es inevitablemente complejo pero necesario.
Como motivacio´n, estudiaremos el potencial macrocano´nico de un gas de part´ıculas
libres relativistas, donde el loop de Polyakov se reduce a la fugacidad eβµ, con β = 1/T la
temperatura inversa y µ el potencial qu´ımico. La idea consiste en respetar la propiedad de
periodicidad de la exponencial bajo cambios perio´dicos del potencial qu´ımico µ→ µ+i2πT .
Aunque este caso es trivial, ayudara´ a comprender mejor la idea subyacente del me´todo de
los s´ımbolos.
Este cap´ıtulo esta´ basado en las referencias [43, 44].
2.1. Potencial macrocano´nico de un gas de part´ıculas
libres relativistas
Como ilustracio´n y motivacio´n del heat kernel, consideraremos el caso de un gas de
part´ıculas libres relativistas. Por claridad estudiaremos el caso boso´nico. La accio´n eucl´ıdea
1Heat kernel puede traducirse como ’Nu´cleo de la ecuacio´n del calor’, pues constituye la solucio´n a esta
conocida ecuacio´n.
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para esta teor´ıa se escribe
SE [φ] =
1
2
∫
dDxφ(x)(−D2µ +m2)φ(x) , (2.1)
donde D = d+1 es la dimensio´n del espacio-tiempo. Consideramos las siguientes derivadas
covariantes:
D0 = ∂0 − iµ , Di = ∂i . (2.2)
µ es un potencial qu´ımico, y el loop de Polyakov correspondiente es Ω = eiβµ. La funcio´n
de particio´n de esta teor´ıa se calcula fa´cilmente
Z =
∫
Dφ e−SE [φ] = (det(−D2µ +m2))−1 . (2.3)
Usaremos aqu´ı el convenio Z = e−Γ, donde Γ es la accio´n efectiva. El potencial macro-
cano´nico esta´ relacionado con la accio´n efectiva a trave´s de Γ = β Ωmc. As´ı pues, la accio´n
efectiva se puede calcular a partir del heat kernel del siguiente modo
Γ = log det(−D2µ +m2) = Tr log(−D2µ +m2) = −Tr
∫ ∞
0
dτ
τ
〈x|e−τ(−D2µ+m2)|x〉 , (2.4)
donde hemos hecho uso de la representacio´n de Schwinger de tiempo propio. (−D2µ +m2)
es un operador de tipo Klein-Gordon, que sera´ definido en ec. (2.16). Si hacemos uso de
ec. (2.45), con la definicio´n de la funcio´n ϕ0 dada en ec. (2.46), sustraemos la parte de
temperatura cero (que corresponde a considerar ϕ0 → 1), y se realizan las integrales,
finalmente llegamos al resultado esta´ndar [6]
Γ = N
∫
ddxddk
(2π)d
[
log
(
1− e−β(ωk−µ))+ log (1− e−β(ωk+µ))] . (2.5)
N es el nu´mero de especies y ωk =
√
k2 +m2. El efecto de introducir otros campos externos
puede ser tenido en cuenta mediante los sucesivos o´rdenes del desarrollo del heat kernel
(ec. (2.45) corresponde al primer orden).
2.2. Me´todo de los S´ımbolos
Consideremos un operador gene´rico
f̂ = f(M,Dµ) , (2.6)
construido conM y Dµ en un sentido algebraico, esto es, es una combinacio´n lineal (o serie)
de productos de M y Dµ con coeficientes que son c-nu´meros. Dµ es la derivada covariante
Dµ = ∂µ + Aµ(x) , (2.7)
2.2 Me´todo de los S´ımbolos 23
Aµ(x) es el campo gauge y M(x) denota una o varias funciones matriciales de x que re-
presentan otros campos externos diferentes de los campos gauge. El me´todo de los s´ımbo-
los [41, 42] permite calcular de un modo sistema´tico los elementos diagonales del ope-
rador (2.6).
Consideraremos la siguiente normalizacio´n para los estados con posicio´n y momento
bien definidos
〈x|p〉 = eipx , 〈p|p′〉 = (2π)Dδ(p− p′) , (2.8)
y la relacio´n de completitud
1 =
∫
dDp
(2π)D
|p〉〈p| . (2.9)
D es la dimensio´n del espacio-tiempo. Denotaremos por |0〉 el estado de momento cero, el
cual satisface
〈x|0〉 = 1 , p̂µ|0〉 = 〈0|p̂µ = 0 , 〈0|0〉 =
∫
dDx . (2.10)
En nuestra notacio´n pµ es real,
∫
dDp indica integracio´n esta´ndar en RD y δ(p − p′) es
la funcio´n delta correspondiente. p2 significa pµpµ. Si consideramos el elemento diagonal
〈x|f(M,Dµ)|x〉, se tiene
〈x|f(M,Dµ)|x〉 =
∫
dDp
(2π)D
〈x|f(M,Dµ)|p〉〈p|x〉
=
∫
dDp
(2π)D
〈p|x〉〈x|eipx̂e−ipx̂f(M,Dµ)eipx̂e−ipx̂|p〉 . (2.11)
En la primera igualdad hemos introducido la relacio´n de completitud (2.9). Teniendo en
cuenta que el operador posicio´n x̂ es el generador de las traslaciones en momentos, tenemos
las siguientes transformaciones de semejanza
e−ipx̂Dµ eipx̂ = Dµ + ipµ , e−ipx̂M(x) eipx̂ = M(x) , (2.12)
o en general para f̂ , construida en sentido algebraico con M y Dµ,
e−ipx̂f(M,Dµ) eipx̂ = f(M,Dµ + ipµ) . (2.13)
Basta considerar 〈x|eipx̂ = eipx〈x| y e−ipx̂|p〉 = |0〉 en (2.11) para obtener la fo´rmula del
me´todo de los s´ımbolos
〈x|f(M,Dµ)|x〉 =
∫
dDp
(2π)D
〈x|f(M,Dµ + ipµ)|0〉 . (2.14)
Al elemento 〈x|f(M,Dµ+ ipµ)|0〉 se le denomina s´ımbolo de f̂ , y es en realidad una matriz,
pues M y Dµ son operadores en espacio interno (color, sabor, Dirac, etc ). El problema
con (2.14) reside en que la covariancia gauge no se manifiesta de manera expl´ıcita cuando
se usa una base en momentos. En efecto, |0〉 (o ma´s generalmente |p〉) no es covariante
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bajo transformaciones gauge locales. Por otra parte, el miembro derecho de la igualdad en
ec. (2.14) es expl´ıcitamente invariante bajo transformaciones de tipo boost
Dµ → Dµ + aµ , (2.15)
donde aµ son c-nu´meros constantes. Esto se debe a que el cambio en aµ puede ser com-
pensado mediante un cambio similar en la variable de integracio´n pµ. Esta propiedad es la
condicio´n necesaria y suficiente para que exista covariancia gauge, pues implica que en un
desarrollo de f en los operadores, Dµ debe de aparecer so´lo en el interior de conmutadores.
2.3. Desarrollo del Heat Kernel a temperatura cero
En esta seccio´n aplicaremos el me´todo de los s´ımbolos para el ca´lculo del heat kernel.
Consideramos el operador de Klein-Gordon2
K =M(x) −D2µ . (2.16)
El heat kernel se define como el operador e−τK. Nosotros estamos interesados en el ca´lculo
del elemento de matriz con puntos coincidentes 〈x|e−τK|x〉. A τ se le denomina para´metro
de tiempo propio. Este objeto resulta en general dif´ıcil de calcular, y en la pra´ctica interesa
estudiar su comportamiento cuando τ es pequen˜o. El heat kernel admite un desarrollo
(asinto´tico) en serie de potencias de τ alrededor de τ = 0. Usando la notacio´n esta´ndar
〈x|e−τK|x〉 = 1
(4πτ)D/2
∞∑
n=0
an(x)τ
n , (2.17)
donde los coeficientes an(x) son conocidos como coeficientes de Seeley-DeWitt [45, 46, 47],
y son operadores locales construidos con una combinacio´n lineal de productos de M(x) y
Dµ. Puesto que el heat kernel es covariante gauge, la expresio´n (2.17) debe ser covariante
gauge orden por orden. El heat kernel e−τK no tiene dimensiones si asignamos dimensiones
de masa −2, +1, +2 a τ , Dµ y M , respectivamente. Por tanto, el desarrollo en potencias
de τ es equivalente a un contaje de las dimensiones de masa de los operadores locales.
La aplicacio´n de (2.14) conduce a
〈x|e−τ(M−D2µ)|x〉 =
∫
dDp
(2π)D
〈x|e−τ(M−(Dµ+ipµ)2)|0〉
=
∫
dDp
(2π)D
e−τp
2〈x|e−τ(M−D2µ−2ipµDµ)|0〉 . (2.18)
Notar que pµ es un c-nu´mero, de modo que conmuta con todos los operadores. En este
punto consideramos el desarrollo de la exponencial. Hasta O(4) en dimensiones de masa
2En este cap´ıtulo haremos uso de una me´trica eucl´ıdea.
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de los operadores locales se tiene3
〈x|e−τ(M−D2µ)|x〉 =
∫
dDp
(2π)D
e−τp
2〈x|∆0 +∆1 +∆2 +∆3 +∆4 + · · · |0〉 , (2.19)
donde
∆0 = 1 ,
∆1 = 2iτpµDµ ,
∆2 = −τ(M −D2µ)− 2τ 2pµpνDµDν ,
∆3 = −iτ 2pµ
(
{Dµ,M} − {Dµ, D2ν}
)
− i4
3
τ 3pµpνpαDµDνDα ,
∆4 =
τ 2
2
(
M2 − {D2µ,M}+D4µ
)
−τ
3
3
pµpν
(
{M,DµDν}+DµMDν − {D2α, DµDν} −DµD2αDν
)
+
2
3
τ 4pµpνpαpβDµDνDαDβ . (2.20)
Se ha usado la notacio´n esta´ndar para el anticonmutador: {A,B} = AB+BA. En general,
las integrales que aparecen son del tipo∫
dDp
(2π)D
e−τp
2
pi1 · · · pi2n ≡
1
(4πτ)D/2
1
(2τ)n
δi1i2···i2n−1i2n (2.21)
=
1
(4πτ)D/2
1
(2τ)n
(δi1i2 · · · δi2n−1i2n + (permutaciones)) ,
donde δi1i2···i2n es el producto sin normalizar y completamente sime´trico de 2n deltas de
Kronecker (es decir, (2n−1)!! te´rminos). La integral en ec. (2.21) con un nu´mero impar de
p’s vale cero. Tras integrar en momentos, u´nicamente sobreviven los te´rminos con dimensio´n
de masa par
〈x|e−τ(M−D2µ)|x〉 = 1
(4πτ)D/2
〈
x
∣∣∣1− τM
+ τ 2
(
1
2
M2 − 2
3
{D2µ,M} −
1
6
DµMDµ +D
4
µ +
1
6
(DµDν)
2 +
1
3
DµD
2
νDµ
)
+O(6)
∣∣∣0〉 . (2.22)
Notar que el te´rmino 2τ 2pµpνDµDν ha cancelado el te´rmino τD
2
µ en ec. (2.20), despue´s de
integrar en momentos. Notar que cada orden del desarrollo esta´ formado por un nu´mero
finito de te´rminos. La invariancia del heat kernel bajo la transformacio´n (2.15) implica que
3Como se vera´ ma´s adelante, el contaje en τ es equivalente al contaje en dimensiones de masa u´nicamente
despue´s de integrar en momentos.
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en ec. (2.22) solamente podra´n aparecer te´rminos con derivadas Dµ dentro de conmuta-
dores. En efecto, el cambio Dµ → Dµ + aµ no tiene efecto cuando Dµ esta´ dentro de un
conmutador, pero da cuenta de las contribucio´n procedente de te´rminos con Dµ fuera de
conmutadores. Esto significa que los u´nicos te´rminos que sobreviven son los multiplicativos
en el espacio de posiciones.4 Como ejemplo, se puede comprobar que
{D2µ,M} = [Dµ, [Dµ,M ]] + 2[Dµ,M ]Dµ + 2MD2µ . (2.24)
Los te´rminos 2[Dµ,M ]Dµ y 2MD
2
µ no contribuira´n en el desarrollo. El resultado final que
se obtiene hasta O(4) en dimensiones de masa es
〈x|e−τ(M−D2µ)|x〉 = 1
(4πτ)D/2
(
1− τM + τ 2
(
1
2
M2 − 1
6
Mµµ +
1
12
F 2µν
)
+O(τ 3)
)
. (2.25)
Al pasar de ec. (2.22) a (2.25) hemos quitado 〈x| |0〉 por la propiedad (2.23). En lo sucesivo
utilizaremos la siguiente notacio´n. El tensor de fuerza se define como Fµν = [Dµ, Dν ], y del
mismo modo el campo ele´ctrico es Ei = F0i. Adema´s, la notacio´n D̂µ significa la operacio´n
[Dµ, ]. Por u´ltimo decir que usaremos una notacio´n con sub´ındices del tipo Xµνα, lo que
significa D̂µD̂νD̂αX = [Dµ, [Dν , [Dα, X ]]]. Por ejemplo, M00 = D̂
2
0M , Fαµν = D̂αFµν .
Los coeficientes de Seeley-DeWitt esta´n calculados en la literatura. Las expresiones
expl´ıcitas para los coeficientes an(x) del desarrollo (2.17) hasta orden n = 3 son [39, 48]
a0 = 1 ,
a1 = −M ,
a2 =
1
2
M2 − 1
6
Mµµ +
1
12
F 2µν ,
a3 = −1
6
M3 +
1
12
{M,Mµµ}+ 1
12
M2µ −
1
60
Mµµνν − 1
60
[Fµµν ,Mν ]− 1
30
{M,F 2µν}
− 1
60
FµνMFµν +
1
45
F 2µνα −
1
30
FµνFναFαµ +
1
180
F 2µµν +
1
60
{Fµν , Fααµν} . (2.26)
El desarrollo del heat kernel se usa frecuentemente para el ca´lculo de la accio´n efectiva, y
en este caso resulta necesario calcular la traza del heat kernel Tr e−τ(M−D
2
µ). A temperatura
cero los coeficientes con traza bn(x) se definen simplemente como
Tr
(
e−τ(M−D
2
µ)
)
=
1
(4πτ)D/2
∞∑
n=0
∫
dDx tr (bn(x)) τ
n . (2.27)
4M(x) y [Dµ, Dν ] son operadores multiplicativos, mientras que D
2
µ no lo es. Si ĥ es un operador
multiplicativo en espacio de posiciones, hˆ|x〉 = h(x)|x〉, se tiene
〈x|hˆ|0〉 = h(x) . (2.23)
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Una propiedad importante es que el coeficiente an se puede obtener a partir de una variacio´n
en primer orden de bn+1. En efecto, por la propia definicio´n del heat kernel se tiene que
〈x|e−τ(M−D2µ)|x〉 = −1
τ
δ
δM(x)
Tr
(
e−τ(M−D
2
µ)
)
. (2.28)
Si hacemos uso del desarrollo en ambos miembros de la igualdad, a temperatura cero
encontramos
an(x) = − δ
δM(x)
tr bn+1(x) . (2.29)
Hay cierta libertad en la eleccio´n de los coeficientes bn. Por supuesto, con tomar bn = an
ser´ıa suficiente. No obstante, es conveniente explotar la propiedad c´ıclica de la traza y la
integracio´n por partes con el fin de obtener expresiones ma´s compactas. Haciendo uso de
estas dos propiedades, a temperatura cero se encuentra la siguiente forma cano´nica para
los coeficientes
b0 = 1 ,
b1 = −M ,
b2 =
1
2
M2 +
1
12
F 2µν ,
b3 = −1
6
M3 − 1
12
M2µ −
1
12
FµνMFµν − 1
60
F 2µµν +
1
90
FµνFναFαµ . (2.30)
2.4. Desarrollo del Heat Kernel a temperatura finita
Es posible extender el me´todo de los s´ımbolos con objeto de realizar ca´lculos a tempera-
tura finita [41].
En el formalismo de tiempo imaginario la coordenada temporal esta´ compactificada
a un c´ırculo, de modo que el espacio-tiempo de D = d + 1 dimensiones tiene topolog´ıa
Md+1 = S1 × Md. Las funciones de onda para bosones son perio´dicas en la direccio´n
temporal con per´ıodo β, la inversa de la temperatura, y antiperio´dicas para fermiones.
Con objeto de que M y Dµ sean operadores bien definidos en el espacio de Hilbert de
las funciones de onda con grados de libertad espacio-temporales e internos, M(x) y Aµ(x)
deben ser funciones perio´dicas en x0.
En este formalismo usaremos la siguiente normalizacio´n
〈x|p〉 = eipx , 〈p|p′〉 = βδp0p′0(2π)dδ(~p− ~p ′) . (2.31)
La relacio´n de completitud es
1 =
1
β
∑
p0
∫
ddp
(2π)d
|p〉〈p| . (2.32)
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La frecuencia toma los valores de Matsubara p0 = 2πn/β para bosones y p0 = 2π(n+
1
2
)/β
para fermiones. El me´todo de los s´ımbolos se escribe en este formalismo5
〈x|f(M,Dµ)|x〉 = 1
β
∑
p0
∫
ddp
(2π)d
〈x|f(M,Dµ + ipµ)|0〉 . (2.33)
Notar que |0〉 es perio´dico en la direccio´n temporal, de modo que la informacio´n de si
estamos trabajando con bosones o fermiones se encuentra ahora contenida en los valores
que toma p0.
2.4.1. Desarrollo del Heat Kernel: un caso simple
La aplicacio´n pra´ctica del me´todo de los s´ımbolos a temperatura finita resulta bastante
ma´s complicada que a temperatura cero. Con objeto de introducir los conceptos de ma-
nera gradual, vamos a considerar el heat kernel, y estudiaremos su desarrollo en un caso
simple. Trataremos el caso en el que no exista potencial vector, el potencial escalar sea
indenpendiente de ~x, y el te´rmino de masa sea un c-nu´mero constante:
~A(x) = 0 , A0 = A0(x0) , M(x) = m
2 , [m2, ] = 0 . (2.34)
El resultado sera´ el te´rmino de orden cero de un desarrollo en conmutadores [Dµ, ] y [M, ]
del caso general. La aplicacio´n del me´todo de los s´ımbolos (2.33) conduce a
〈x|e−τK|x〉 = 1
β
∑
p0
∫
ddp
(2π)d
〈x|e−τ(m2+~p 2−(D0+ip0)2)|0〉
=
e−τm
2
(4πτ)d/2
1
β
∑
p0
〈x|eτ(D0+ip0)2 |0〉 . (2.35)
Notar que despue´s de la transformacio´n Dj → ∂j + ipj , el operador Dj = ∂j puede hacerse
cero pues actuara´ sobre |0〉.
La suma sobre frecuencias de Matsubara implica que el operador 1
β
∑
p0
eτ(D0+ip0)
2
es
una funcio´n perio´dica de D0 con periodo i2π/β, y por tanto es una funcio´n univaluada de
e−βD0 . En efecto, si hacemos uso de la fo´rmula de Poisson para la sumatoria,6 se tiene
1
β
∑
p0
eτ(D0+ip0)
2
=
1
(4πτ)1/2
∑
k∈Z
(±)ke−kβD0e−k2β2/4τ (2.37)
5La demostracio´n de (2.33) es similar a la realizada en la sec. 2.2 para el caso de temperatura cero.
6La fo´rmula de Poisson para la sumatoria es:
∞∑
n=−∞
F (n) =
∞∑
m=−∞
{∫ ∞
−∞
dxF (x)ei2πxm
}
. (2.36)
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(± para bosones y fermiones, respectivamente). En este momento estamos en condiciones
de hacer uso de la siguiente identidad operatorial [41]
eβ∂0e−βD0 = Ω(x) , (2.38)
donde Ω(x) es la l´ınea de Wilson te´rmica o loop de Polyakov sin traza:
Ω(x) = T exp
(
−
∫ x0+β
x0
A0(x
′
0, ~x) dx
′
0
)
(2.39)
[T indica ordenacio´n temporal.] Si bien es esta seccio´n estamos tratando el caso simple de
ec. (2.34), la definicio´n (2.39) es va´lida para un potencial escalar general A0(x). El loop de
Polyakov surge aqu´ı como la diferencia de fase entre traslaciones temporales covariantes
y no covariantes gauge alrededor del tiempo eucl´ıdeo compactificado. F´ısicamente, el loop
de Polyakov se puede interpretar como el propagador de part´ıculas pesadas en el fondo
del campo gauge. La identidad (2.38) es trivial si uno elije un gauge en el cual A0 es
independiente del tiempo (este gauge siempre existe), pues en este caso los operadores
Ω = e−βA0 , D0, A0 y ∂0 conmutan entre s´ı. Esta identidad es covariante gauge y es va´lida
en cualquier gauge.7
Un punto importante es que el operador de traslacio´n en tiempo eucl´ıdeo, eβ∂0 , no tiene
otro efecto que producir el cambio x0 → x0 + β y esta operacio´n es la identidad en el
espacio de funciones perio´dicas en que estamos trabajando
eβ∂0 = 1 , (2.40)
(incluso en el caso fermio´nico, ya que despue´s de aplicar el me´todo de los s´ımbolos las deri-
vadas actu´an sobre los campos externos y no sobre las funciones de onda de las part´ıculas).
Llegamos as´ı al resultado importante de que en este espacio
e−βD0 = Ω(x) , (2.41)
esto es, siempre y cuando el operador diferencial D0 aparezca de manera perio´dica (con
per´ıodo 2πi/β), puede ser reemplazado por el operador multiplicativo −(1/β) log[Ω(x)].
La multivaluacio´n del logaritmo no es efectiva debido a la dependencia perio´dica.
Otro punto importante es que D0 (o cualquier funcio´n de D0) actu´a como un operador
covariante gauge sobre los campos externos F (x0, ~x), y por tanto transforma de acuerdo
al grupo de transformaciones gauge locales en el punto (x0, ~x). En particular, el loop de
Polyakov ec. (2.39), que es tambie´n covariante gauge, comienza en el instante x0 y no en
cero. Esta diferencia ser´ıa irrelevante para el loop de Polyakov con traza, pero no en el
contexto de ahora.
El uso de la regla (2.41) en ec. (2.37) conduce a
1
β
∑
p0
eτ(D0+ip0)
2
=
1
(4πτ)1/2
∑
k∈Z
(±)kΩke−k2β2/4τ . (2.42)
7En el ape´ndice A se hace un estudio detallado de las transformaciones gauge a temperatura finita.
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En general se tiene ∑
p0
f(ip0 +D0) =
∑
p0
f(ip0 − 1
β
log(Ω)) , (2.43)
siempre y cuando la sumatoria sea absolutamente convergente, de modo que la suma es
una funcio´n perio´dica de D0. Por futura conveniencia introduciremos el operador Q, que
se define como
Q = ip0 +D0 = ip0 − 1
β
log(Ω) . (2.44)
Hay que mencionar que la segunda igualdad se aplica en expresiones de la forma de
ec. (2.43). Las dos definiciones de Q no son equivalentes en otros contextos (por ejem-
plo, en
∑
p0
f1(Q)Xf2(Q), a menos que [D0, X ] = 0.)
El heat kernel en ec. (2.35) se puede escribir como
〈x|e−τK |x〉 = 1
(4πτ)d/2
e−τm
2 1
β
∑
p0
eτQ
2
=
1
(4πτ)(d+1)/2
e−τm
2
ϕ0(Ω) . (2.45)
En la primera igualdad se ha hecho uso de que Ω(x) es un operador multiplicativo, de
modo que es aplicable la ec. (2.23). En la segunda igualdad se ha aplicado la definicio´n de
las funciones ϕn(Ω), que aparecera´n con frecuencia en lo sucesivo:
ϕn(Ω; τ/β
2) = (4πτ)1/2
1
β
∑
p0
τn/2QneτQ
2
, Q = ip0 − 1
β
log(Ω) . (2.46)
Notar que para cada funcio´n existe una versio´n boso´nica y otra fermio´nica, y las dos
versiones esta´n relacionadas por el cambio Ω→ −Ω. Como se ha indicado, estas funciones
dependen so´lo de la combinacio´n τ/β2 y son funciones univaluadas de Ω. En el l´ımite de
temperatura cero la suma sobre p0 se transforma en una integral gaussiana
1
β
∑
p0
β→∞−−−→
∫ ∞
−∞
dp0
(2π)
, (2.47)
y se tiene
ϕn(Ω; 0) =
{
(−1
2
)n/2(n− 1)!! (n par) ,
0 (n impar) .
(2.48)
Como se puede ver en la expresio´n (2.42), para un valor finito de β las correcciones de τ
pequen˜o son de orden e−β
2/4τ o menor, y por tanto esta´n exponencialmente suprimidas. La
misma supresio´n exponencial existe para las correcciones de temperatura pequen˜a cuando
se considera un valor finito de τ . Ya sea en el l´ımite de temperatura cero o de tiempo propio
cero, u´nicamente queda el modo k = 0.
Como motivacio´n del heat kernel, en la seccio´n 2.1 se calculo´ el potencial macrocano´nico
de un gas de part´ıculas libres relativistas, que constituye una aplicacio´n simple de los
resultados obtenidos en esta seccio´n. En vista de ecs. (2.2) y (2.5), es importante subrayar
la relacio´n entre el potencial qu´ımico µ y el loop de Polyakov. El potencial qu´ımico se
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acopla al potencial escalar A0(x) como una constante aditiva. Puesto que es constante, µ
no contribuye a los operadores locales, ya que A0(x) so´lo aparece a trave´s de la derivada
covariante D̂0. Notar que si el loop de Polyakov no existiera en las fo´rmulas, µ no aparecer´ıa
en la funcio´n de particio´n, lo cual obviamente constituye un resultado incorrecto. Asimismo
hay que destacar que la dependencia perio´dica del heat kernel en logΩ conduce al hecho
bien conocido de que la funcio´n de particio´n es perio´dica en βµ con per´ıodo 2πi (condicio´n
de consistencia debido a su acoplamiento con el operador de carga cuantizado). El loop
de Polyakov aparece pues, como una generalizacio´n del factor eβµ para campos gauge no
abelianos y no constantes.
2.4.2. Coeficientes del desarrollo del Heat Kernel a temperatura
finita
En esta seccio´n consideraremos el desarrollo del heat kernel a temperatura finita en
el caso totalmente general de campos gauge no abelianos Aµ(x) y te´rminos de masa no
triviales M(x).
En primer lugar es necesario especificar el contaje del desarrollo. Como vimos en sec. 2.3,
a temperatura cero el desarrollo se define en potencias de τ [despue´s de extraer el factor
geome´trico (4πτ)(d+1)/2]. Este contaje en τ es equivalente a un contaje en las dimensiones
de masa de los operadores locales.
A temperatura finita existe una magnitud dimensional adicional, β, de modo que los dos
contajes no van a ser equivalentes y es necesario especificar un desarrollo concreto. Como
veremos ma´s adelante un desarrollo estricto del heat kernel en potencias de τ conducir´ıa
al mismo desarrollo asinto´tico que a temperatura cero. Con objeto de extraer correcciones
de temperatura finita no triviales ordenaremos nuestro desarrollo de acuerdo con las di-
mensiones de masa de los operadores locales. Asignaremos dimensiones de masa 0, +1, +2
a Ω, Dµ y M , respectivamente. Consideraremos adema´s un desarrollo en el cual el loop de
Polyakov Ω(x) aparezca a la izquierda en todos los te´rminos, lo cual es una cuestio´n de
eleccio´n (de manera equivalente, se podr´ıa definir un desarrollo con Ω(x) a la derecha). Esto
es necesario pues el conmutador de Ω con otros operadores genera conmutadores [D0, ] que
tienen dimensio´n 1 en nuestro contaje. Estas especificaciones son suficientes para definir
de manera un´ıvoca el desarrollo del heat kernel para un grupo gauge gene´rico, de tal modo
que la invariancia gauge sea manifiesta orden por orden.
El desarrollo as´ı definido, en el cual cada te´rmino contiene funciones arbitrarias del
loop de Polyakov pero so´lo un nu´mero finito de derivadas covariantes (incluyendo deri-
vadas temporales), constituye una extensio´n natural del desarrollo esta´ndar en derivadas
covariantes a temperatura cero. Los te´rminos estara´n ordenados en potencias de τ pero
con coeficientes que dependen de τ/β2 y Ω:
〈x|e−τ(M−D2µ)|x〉 = 1
(4πτ)(d+1)/2
∑
n
aTn (x)τ
n . (2.49)
De la definicio´n se deduce directamente que para una configuracio´n general el te´rmino de
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orden cero es precisamente
aT0 (x) = ϕ0(Ω(x); τ/β
2) , (2.50)
que fue calculado en la subseccio´n 2.4.1. Esto es debido a que cuando el caso particu-
lar (2.34) es introducido en el desarrollo general, todos los te´rminos de orden mayor, con
una o ma´s [Dµ, ] o m
2, se anulan.
El me´todo que vamos a proponer para el ca´lculo del desarrollo del heat kernel a tem-
peratura finita hace uso de los coeficientes de Seeley-DeWitt a temperatura cero. La idea
consiste en aplicar la fo´rmula del me´todo de los s´ımbolos (2.33) en la dimensio´n temporal
u´nicamente, lo cual conduce a
〈x|e−τ(M−D2µ)|x〉 = 1
β
∑
p0
〈x0, ~x|e−τ(M−Q2−D2i )|0, ~x〉 , Q = ip0 +D0 . (2.51)
Se puede definir el operador de Klein-Gordon efectivo
K = Y −D2i , Y =M −Q2 , (2.52)
donde Y juega el papel de un te´rmino de masa no abeliano. Podemos hacer uso del desa-
rrollo del heat kernel a temperatura cero en d dimensiones (espaciales) con ese operador
efectivo ya que el te´rmino de masa Y , a pesar de contener derivadas temporales (en Q),
no contiene derivadas espaciales, de manera que actu´a como un operador multiplicativo
en el espacio de Hilbert espacial. La aplicacio´n directa de este argumento dar´ıa lugar al
desarrollo
〈x0, ~x|e−τ(Y−D2i )|0, ~x〉 = 1
(4πτ)d/2
∞∑
n=0
an(D̂i,Y)τn , (2.53)
donde los coeficientes an(D̂i,Y) son polinomios de dimensio´n 2n construidos a partir de Y
y D̂i = [Di, ]. Los o´rdenes ma´s bajos corresponden a la ec. (2.26), pero considerando la
sustitucio´n del te´rmino de masa M por el nuevo te´rmino de masa efectivo Y , y los ı´ndices
so´lo corren en la dimensio´n espacial.
Notamos que para reproducir el primer orden en ec. (2.49), aT0 (x) = ϕ0(Ω(x)) ∼ eτQ2 ,
ser´ıa necesario obtener el desarrollo a todos los o´rdenes en ec. (2.53), pues eτQ
2
no es un
polinomio en Q. E´sta es la razo´n por la cual ec. (2.53) introducida en ec. (2.51) no resulta
u´til. La manera correcta de proceder sera´ extraer desde el principio la contribucio´n eτQ
2
,
lo cual nos llevara´ a definir un nuevo conjunto de coeficientes polino´micos a˜n
〈x0, ~x|e−τ(M−Q2−D2i )|0, ~x〉 = 1
(4πτ)d/2
∞∑
n=0
eτQ
2
a˜n(Q
2,M, D̂i)τ
n . (2.54)
Consideremos la sustitucio´n de Q2 por Q2 + λ donde λ un c-nu´mero constante. Es claro
que los coeficientes a˜n no deben cambiar, y por tanto en a˜n el operador Q
2 debe aparecer
so´lo dentro de conmutadores de la forma [Q2, ]. Para calcular los coeficientes a˜n debemos
tener en cuenta la relacio´n
∞∑
n=0
an(D̂i,Y)τn = eτQ2
∞∑
n=0
a˜n(Q
2,M, D̂i)τ
n . (2.55)
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El me´todo consiste en partir del desarrollo de la izquierda de la ecuacio´n (2.55) e ir movien-
do los operadores Q2 hacia la izquierda haciendo uso de conmutadores [Q2, ] (por ejemplo
MQ2 = Q2M − [Q2,M ]). Al final se llega a una situacio´n en la que existen dos clases de
te´rminos: (i) te´rminos en que todos los operadores Q2 esta´n dentro de conmutadores y (ii)
te´rminos con factores Q2 no saturados a la izquierda (esto es, con Q2 fuera de conmutado-
res). Los te´rminos del tipo (i) se corresponden con el desarrollo
∑∞
n=0 a˜nτ
n. Los del tipo (ii)
se pueden identificar con el miembro derecho de la ecuacio´n cuando se realiza un desarrollo
de la exponencial eτQ
2
y se consideran o´rdenes mayores que el primero. Siguiendo esta
te´cnica, hasta a˜2 se tiene
a˜0 = 1 ,
a˜1 = −M ,
a˜2 =
1
2
M2 − 1
6
Mii +
1
12
F 2ij +
1
2
[Q2,M ] +
1
6
(Q2)ii . (2.56)
Una vez que hemos construido por este procedimiento los coeficientes a˜n, el siguiente paso
consiste en redefinir ec. (2.54) como un desarrollo en potencias de M , D̂i y D̂0. Para ello
debemos expresar [Q2, ] que aparece en el desarrollo, en te´rminos de [Q, ] = [D0, ] = D̂0.
Se usa la siguiente propiedad:
[Q2, X ] = Q[Q,X ] + [Q,X ]Q = 2Q[Q,X ]− [Q, [Q,X ]] = 2QX0 −X00 . (2.57)
Se trata de mover todos los Q’s hacia la izquierda, de modo que aparecera´n operadores
D̂0. Al final los operadores Q fuera de conmutadores quedara´n todos a la izquierda. Para
a˜2 se tiene:
a˜2 =
1
2
M2 − 1
6
Mii +
1
12
F 2ij −
1
2
M00 +
1
3
E2i +
1
6
E0ii +Q
(
M0 − 1
3
Eii
)
. (2.58)
Notar que en a˜2 existen dos tipos de contribuciones: aquellos te´rminos con una Q a la
izquierda, y aquellos que no la tienen. En nuestro contaje, estos dos tipos pertenecen
a o´rdenes diferentes: dimensio´n de masa tres y cuatro, respectivamente. Cuando a˜2 es
introducido en ec. (2.54) (queda multiplicado por el factor eτQ
2
) y despue´s en ec. (2.51)
(suma sobre frecuencias de Matsubara), se obtienen las siguientes contribuciones
a˜2 → ϕ0(Ω)
(
1
2
M2 − 1
6
Mii +
1
12
F 2ij −
1
2
M00 +
1
3
E2i +
1
6
E0ii
)
τ 2+ϕ1(Ω)
(
M0 − 1
3
Eii
)
τ 3/2 ,
(2.59)
donde se ha hecho uso de la definicio´n de ϕn(Ω), ec. (2.46).
Como vemos cada coeficiente de heat kernel a temperatura cero ak en ec. (2.53) con
dimensio´n de masa 2k permite obtener un coeficiente correspondiente a˜k. Este coeficiente
va a dar contribucio´n, en general, a varios coeficientes de heat kernel aTn (con dimensio´n de
masa 2n). Las diferentes contribuciones se deben a que pueden existir ciertos factores de Q
a la izquierda de cada te´rmino que no actu´an como D̂0, de modo que son adimensionales.
Por tanto para un valor de k dado, los valores de n permitidos deben satisfacer n ≤ k, y la
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igualdad corresponde a te´rminos que tienen todos losQ’s dentro de conmutadores. Podemos
encontrar una cota inferior para n si vemos que el nu´mero ma´ximo de [Q2, ]’s en a˜k(k ≥ 0)
es k − 1, y por tanto e´ste va a ser el nu´mero ma´ximo de Q’s fuera de conmutadores que
queden a la izquierda. Esto conduce a la condicio´n k ≤ 2n − 1. Adema´s notemos que un
factor Qℓ va a dar lugar a un coeficiente ϕℓ(Ω) en a
T
n . En suma, para el ca´lculo de los
coeficientes de heat kernel te´rmicos vamos a tener el siguiente esquema
a0 ∼ a˜0 ∼ ϕ0aT0
a1 ∼ a˜1 ∼ ϕ0aT1
a2 ∼ a˜2 ∼ ϕ0aT2 + ϕ1aT3/2
a3 ∼ a˜3 ∼ ϕ0aT3 + ϕ1aT5/2 + ϕ2aT2
a4 ∼ a˜4 ∼ ϕ0aT4 + ϕ1aT7/2 + ϕ2aT3 + ϕ3aT5/2
a5 ∼ a˜5 ∼ ϕ0aT5 + ϕ1aT9/2 + ϕ2aT4 + ϕ3aT7/2 + ϕ4aT3
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
ak ∼ a˜k ∼ ϕ0aTk + ϕ1aT(2k−1)/2 + · · ·+ ϕk−1aT(k+1)/2 (2.60)
Esta mezcla de te´rminos no ocurre a temperatura cero, no obstante no puede ser evitada
a temperatura finita. Vemos que a Q no se le podr´ıa asignar dimensio´n de masa 1 ya que
la suma sobre las frecuencias de Matsubara p0 no converge para un polinomio en Q. Si
p0 se cuenta con dimensio´n cero pero D0 siempre con dimensio´n 1 la invariancia gauge se
perder´ıa. En suma, el hecho de considerar Ω adimensional y D̂0 con dimensio´n 1 es un
pequen˜o precio que hay que pagar para tener un desarrollo covariante gauge orden por
orden.
Del esquema anterior se deduce que para calcular los coeficientes de heat kernel te´rmicos
completos hasta aT3 debemos buscar contribuciones hasta a5. Como regla general, para a
T
n
van a existir contribuciones de ak, n ≤ k ≤ 2n− 1, excepto para aT0 el cual so´lo recibe la
contribucio´n trivial de a0. En particular a
T
3 , aparte de la contribucio´n que reciba de a3,
so´lo requiere te´rminos Yn, con n = 2, 3, 4 en a4(D̂i,Y) y n = 4, 5 en a5(D̂i,Y).
Haciendo uso de este me´todo se han calculado los coeficientes de heat kernel te´rmicos
hasta dimensio´n de masa 6. Los resultados son los siguientes:
aT0 = ϕ0 ,
aT1/2 = 0 ,
aT1 = −ϕ0M ,
aT3/2 = ϕ1
(
M0 − 1
3
Eii
)
,
aT2 = ϕ0 a
T=0
2 +
1
6
ϕ2(E
2
i + E0ii − 2M00) ,
aT5/2 =
1
3
(2ϕ1 + ϕ3)M000 +
1
6
ϕ1M0ii − 1
3
ϕ1 (2M0M +MM0) (2.61)
+
1
6
ϕ1 ({Mi, Ei}+ {M,Eii})−
(
1
3
ϕ1 +
1
5
ϕ3
)
E00ii − 1
30
ϕ1Eiijj
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−
(
5
6
ϕ1 +
2
5
ϕ3
)
E0iEi −
(
1
2
ϕ1 +
4
15
ϕ3
)
EiE0i +
1
30
ϕ1[Ej , Fiij]
−ϕ1
(
1
10
F0ijFij +
1
15
FijF0ij
)
,
aT3 = ϕ0 a
T=0
3 −
(
1
4
ϕ2 −
1
10
ϕ4
)
M0000 − 1
60
ϕ2
(
3M00ii − 15M00M − 5MM00 − 15M20
+4{M,E2i }+ 2EiMEi + 4ME0ii + 6E0iiM + 4MiE0i + 6E0iMi
+7M0Eii + 3EiiM0 + 6M0iEi + 4EiM0i
)
+
(
3
20
ϕ2 −
1
15
ϕ4
)
E000ii +
1
60
ϕ2E0iijj +
(
1
2
ϕ2 −
1
5
ϕ4
)
E00iEi
+
(
7
30
ϕ2 −
1
10
ϕ4
)
EiE00i +
(
19
30
ϕ2 −
4
15
ϕ4
)
E20i
+
1
180
ϕ2
(
2{Ei, Ejji}+ 4{Ei, Eijj}+ 5E2ii + 4E2ij + 4F0iijEj − 2EjF0iij − 2E0ijFij
−[Eij , F0ij]− 4E0iFjji + 2FjjiE0i + 2EiFijEj + 2{EiEj , Fij}+ 7F00ijFij
+3FijF00ij + 8F
2
0ij
)
.
En estas fo´rmulas aT=0n indican los coeficientes a temperatura cero que aperecen en ec. (2.26).
Por conveniencia hemos introducido las funciones auxiliares
ϕ2 = ϕ0 + 2ϕ2 , ϕ4 = ϕ0 −
4
3
ϕ4 , . . . . . . , ϕ2n = ϕ0 −
(−2)n
(2n− 1)!!ϕ2n , (2.62)
que se anulan en el l´ımite τ/β2 = 0. Con nuestro criterio para calcular el desarrollo del heat
kernel a temperatura finita conseguimos ordenar las derivadas de manera que las espaciales
son las que actu´an primero y las temporales son las ma´s externas. Esta eleccio´n es o´ptima
de cara a calcular la traza de los coeficientes Tr aTn (x), pues por la propiedad D̂0Ω = 0,
los te´rminos de la forma ϕnX0 no contribuyen en la traza, como puede verse despue´s de
integrar por partes.
2.4.3. Traza de los coeficientes de Heat Kernel
En ec. (2.27) se definieron los coeficientes de heat kernel con traza a temperatura cero.
A temperatura finita podemos definir de manera similar los coeficientes con traza bTn (x)
Tr
(
e−τ(M−D
2
µ)
)
=
1
(4πτ)(d+1)/2
∞∑
n=0
∫ β
0
dx0
∫
ddx tr(bTn (x))τ
n , (2.63)
donde bTn presenta una estructura ma´s simple que a
T
n . Vamos a elegir una forma cano´nica
para estos coeficientes en la cual las funciones de Ω este´n situadas a la izquierda de los
operadores locales covariantes gauge. Adema´s de la integracio´n por partes y propiedad
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c´ıclica de la traza, deberemos trabajar con conmutadores del tipo [X, f(Ω)] (en particular
D̂µf(Ω) ).
Veamos cuales son las reglas de conmutacio´n. Consideremos dos operadores cualesquiera
X e Y , y f una funcio´n gene´rica. Entonces el conmutador [X, f(Y )] admite el siguiente
desarrollo en conmutadores
[X, f(Y )] = −f ′(Y )[Y,X ] + 1
2
f ′′(Y )[Y, [Y,X ]]− 1
3!
f (3)(Y )[Y, [Y, [Y,X ]]] + · · ·
=
∞∑
n=1
(−1)n
n!
f (n)(Y )DnY (X) , (2.64)
donde DY = [Y, ]. Para probar esto es suficiente con probar que se cumple para funciones
del tipo f(Y ) = eλY , donde λ es un c-nu´mero, ya que el caso general se obtiene por
descomposicio´n de Fourier. En este caso, el miembro derecho de (2.64) es
∞∑
n=1
(−1)n
n!
λneλYDnY (X) = e
λY
(
e−λDY − 1)X = eλY (e−λYXeλY −X) = [X, eλY ] , (2.65)
que coincide con el miembro izquierdo. En esta demostracio´n hemos hecho uso de la iden-
tidad eDYX = eYXe−Y , que es bien conocida.
Particularicemos al caso en que f sea una funcio´n de Ω (por ejemplo ϕn(Ω)). Con f
(n)
vamos a denotar su derivada n-e´sima con respecto a la variable − log(Ω)/β. Entonces de
estas fo´rmulas se obtiene
[X, f ] = −f ′X0 + 1
2
f ′′X00 − 1
3!
f (3)X000 + · · · . (2.66)
En el caso de operadores X = Dµ tendremos
D̂0f = 0 , (2.67)
D̂if = −f ′Ei + 1
2
f ′′E0i − 1
3!
f (3)E00i + · · · . (2.68)
La propiedad (2.67) se podr´ıa deducir directamente de D̂0Ω = [D0,Ω] = 0. Estas fo´rmulas
implican que a temperatura finita, al contrario que a temperatura cero, la propiedad c´ıclica
de la traza mezcla te´rminos de o´rdenes diferentes. Esto es debido a que D̂0 tiene dimensiones
de masa, mientras que Ω es adimensional. As´ı, por ejemplo ϕ0(Ω) es de dimensio´n cero
y D̂i es de dimensio´n uno, mientras que D̂iϕ0(Ω) contiene te´rminos de todos los o´rdenes,
comenzando con dimensio´n 2. Para aplicar estas reglas de conmutacio´n a aTn vamos a
necesitar adema´s la relacio´n
ϕ′n =
√
τ(nϕn−1 + 2ϕn+1) , (2.69)
que se deduce fa´cilmente a partir de la definicio´n de ϕn en ec. (2.46).
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La integracio´n por partes, la propiedad c´ıclica de la traza y estas reglas de conmutacio´n
nos van a permitir escribir expresiones ma´s compactas para los coeficientes aTn , va´lidas bajo
traza. Hasta dimensio´n de masa 6 obtenemos
bT0 = ϕ0 ,
bT1/2 = 0 ,
bT1 = −ϕ0M ,
bT3/2 = 0 ,
bT2 = ϕ0b
T=0
2 −
1
6
ϕ2E
2
i ,
bT5/2 = −
1
6
ϕ1{Mi, Ei} , (2.70)
bT3 = ϕ0b
T=0
3 +
1
6
ϕ2
(
1
2
M20 + EiMEi +
1
10
E2ii +
1
10
F 20ij −
1
5
EiFijEj
)
−
(
1
6
ϕ2 −
1
10
ϕ4
)
E20i .
Escritos de esta forma, se ve expl´ıcitamente que en el l´ımite de temperatura cero se recupera
la simetr´ıa Lorentz. En estas fo´rmulas bT=0n indican los coeficientes a temperatura cero que
aparecen en ec. (2.30). El heat kernel es sime´trico frente a la transposicio´n de operadores
ABC · · · → · · ·CBA, y los bTn han sido elegidos de manera que esta simetr´ıa se manifieste
en cada orden.
Como hemos dicho, la integracio´n por partes y la propiedad c´ıclica de la traza hace que
exista cierta ambigu¨edad en la expresio´n de los coeficientes bn tanto a temperatura cero
como a temperatura finita. No obstante a temperatura finita la ambigu¨edad es mayor ya
que estas dos propiedades mezclan o´rdenes diferentes. El desarrollo a temperatura finita lo
podemos expresar en la forma
Tr
(
e−τ(M−D
2
µ)
)
=
1
(4πτ)(d+1)/2
∞∑
n=0
BTn τ
n , BTn = Tr b
T
n (x) . (2.71)
A temperatura cero el desarrollo se define como un desarrollo en potencias del para´metro
τ , de modo que BT=0n no es ambiguo, la ambigu¨edad so´lo existe en b
T=0
n (x). Sin embargo a
temperatura finita el desarrollo no esta´ sujeto a un para´metro, sino que lo hemos definido
como un desarrollo en conmutadores, de modo que existe ambigu¨edad no so´lo en bTn (x)
sino tambie´n en BTn . En general la eleccio´n concreta de b
T
n va a afectar la forma de los
o´rdenes superiores bTn+1/2, b
T
n+1, . . . . Por supuesto, la ambigu¨edad en B
T
n no afecta la suma
de la serie, sino que u´nicamente se trata de una reorganizacio´n de e´sta. Como ejemplo,
consideremos que en bT=02 an˜adimos el te´rmino Mµµ. Nada cambia a temperatura cero,
pues ese te´rmino es un conmutador puro. No obstante, a temperatura finita ese te´rmino
conducir´ıa a la contribucio´n ϕ0Mµµ que no es un conmutador puro, y por tanto va a
modificar el funcional BT2 . De hecho ϕ0Mµµ, que es formalmente de dimensio´n 4, se puede
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expresar como una suma de te´rminos de dimensio´n 5 y mayores, si hacemos uso de la
integracio´n por partes y de las reglas de conmutacio´n (2.66)-(2.68).
El criterio ba´sico que hemos seguido para elegir los coeficientes bTn ha consistido en
llevarlos de manera recursiva a una forma compacta, comenzando por los de orden inferior.
Por ejemplo, bajo traza aT3/2 se puede llevar a una suma de te´rminos de dimensio´n 4
o mayor, despue´s de integrar por partes y aplicar las reglas de conmutacio´n. Haciendo
esto conseguimos bT3/2 = 0. El siguiente paso consistira´ en llevar a
T
2 (modificado con la
contribucio´n que recibe de Tr aT3/2) a la forma ma´s compacta posible, lo cual en principio
producir´ıa contribuciones a aT5/2, y as´ı sucesivamente. Por supuesto, e´sta no es la u´nica
posibilidad ya que llevar bTn a la forma ma´s simple posible va a implicar en general una
mayor complicacio´n en los o´rdenes superiores. Por ejemplo, se puede ver que es posible
ordenar el desarrollo de modo que todos los coeficientes bTn de orden semi-impar se anulen.
As´ı, podr´ıamos eliminar bT5/2 con el coste de complicar b
T
2 .
El ana´logo de ec. (2.29) a temperatura finita va a verse modificado por el hecho de que
la variacio´n de bTk contribuye no so´lo a a
T
k−1, sino en general a todos los o´rdenes superiores,
debido a la propiedad de conmutacio´n (2.66). Por tanto podemos escribir
aTn (x) ≃ −
δ
δM(x)
∑
1≤k≤n+1
BTk τ
k−n−1 , (2.72)
donde el s´ımbolo ≃ indica que u´nicamente debemos considerar los te´rminos de dimensio´n
2n en el miembro derecho de la ecuacio´n. Notar que k puede tomar valores tanto enteros
como semi-impares. Hemos comprobado nuestros resultados verificando que esta relacio´n
se cumple para todos los coeficientes.
2.5. Conclusiones
En este cap´ıtulo hemos construido el desarrollo del heat kernel en el contexto de teor´ıa
cua´ntica de campos a temperatura finita para espacio-tiempo plano. El desarrollo se ha
hecho para un gauge general y en presencia de campos escalares que pueden ser no abe-
lianos y no estacionarios. Se ha puesto un e´nfasis especial en el papel que juega el loop de
Polyakov sin traza (o linea de Wilson te´rmica) para mantener la invariancia gauge expl´ıci-
ta. Esto constituye un problema altamente no trivial, ya que para preservar la invariancia
gauge a temperatura finita orden por orden se necesitan infinitos o´rdenes en teor´ıa de
perturbaciones.
Cuando se elige que el ban˜o te´rmico este´ en reposo, el loop de Polyakov es generado por
la componente temporal del campo gauge, y e´ste se puede considerar como una generali-
zacio´n del potencial qu´ımico para campos gauge no constantes y no abelianos, mediante
el factor eβµ. De hecho, hemos aportado argumentos que apoyan esta interpretacio´n: si el
loop de Polyakov no fuera tenido en cuenta, el nu´mero de part´ıculas no podr´ıa ser fijado,
lo cual esta´ en contradiccio´n con lo que se espera de los requisitos de la termodina´mica.
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En espacios tiempos curvos, adema´s del loop de Polyakov de la conexio´n gaugeAµ, existe
un loop de Polyakov asociado con la conexio´n de transporte paralelo Γµ, con importantes
repercusiones en teor´ıa de campos en presencia de campos gravitatorios.
Un ingrediente importante de nuestra te´cnica de ca´lculo es que, con objeto de garantizar
la invariancia gauge expl´ıcita, una cierta combinacio´n del loop de Polyakov y la temperatura
debe tratarse como variable independiente, − log(Ω)/β. Esto puede hacerse sin necesidad
de fijar el gauge.
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Cap´ıtulo 3
Accio´n efectiva de QCD a
temperatura alta
En este cap´ıtulo nos proponemos encontrar un lagrangiano efectivo de QCD a un loop,
incluyendo fermiones sin masa, en la regio´n de altas temperaturas. En el ca´lculo de los
determinantes funcionales haremos uso del desarrollo del heat kernel a temperatura finita
que hemos obtenido en el cap´ıtulo 2. Esto nos permitira´ calcular el lagrangiano efectivo
como un desarrollo en operadores, y aqu´ı obtendremos los o´rdenes ma´s bajos en este
desarrollo.
Existen en la literatura otros me´todos equivalentes como el ca´lculo de diagramas de
Feynman a un loop con un nu´mero arbitrario de patas externas [49]. No obstante suelen
ser te´cnicamente ma´s complicados y no dan cuenta automa´ticamente de invariancia gauge
con respecto al campo externo.
Comenzaremos este cap´ıtulo repasando algunos elementos ba´sicos de la teor´ıa de Yang-
Mills a temperatura finita, para posteriormente entrar de lleno en el ca´lculo detallado de la
accio´n de QCD a temperatura alta manteniendo la invariancia gauge de manera expl´ıcita.
El cap´ıtulo esta´ basado en la referencia [44].
3.1. Fundamentos de la Teor´ıa de Yang-Mills a Tem-
peratura Finita
En esta seccio´n vamos a explicar los fundamentos de la teor´ıa de Yang-Mills a tempe-
ratura finita. Partiremos del hamiltoniano cua´ntico del sistema y deduciremos la funcio´n
de particio´n.
En una teor´ıa de Yang-Mills el hamiltoniano cua´ntico es
H = − 1
g2
∫
d3x tr
[
(∂0Ai)
2 +B2i
]
, (3.1)
donde Bi es el campo magne´tico, Bi =
1
2
ǫijkFjk. El espacio de Hilbert esta´ formado por
los estados {|Ai(x)〉}. Podemos escribir e−βH como l´ımN→∞
(
e−εH
)N
, ε ≡ β/N , y haciendo
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uso de la relacio´n de completitud repetidamente se llega a
〈A′i(~x)|e−βH |A′′i (~x)〉 =
∫
DAi(x0, ~x) exp
{
1
g2
∫ β
0
dx0
∫
d3x tr[(∂0Ai)
2 +B2i ]
}
, (3.2)
donde la integral funcional se toma sobre trayectorias en las que las configuraciones inicial
y final esta´n fijas: Ai(β, ~x) = A
′
i(~x) y Ai(0, ~x) = A
′′
i (~x). La traza de e
−βH en el espacio de
Hilbert completo es
ZYM = Tr
(
e−βH
)
=
∫
DAi(~x)〈Ai(~x)|e−βH |Ai(~x)〉 (3.3)
=
∫
DA(0)i (~x)
∫ Ai(β,~x)=A(0)i
Ai(0,~x)=A
(0)
i
DAi(x0, ~x) exp
{ 1
g2
∫ β
0
dx0
∫
d3x tr
[
(∂0Ai)
2 +B2i
] }
.
Se trata de una integral funcional sobre campos gauge perio´dicos Ai(0, ~x) = Ai(β, ~x). No
obstante, en una teor´ıa gauge hay que sumar, no sobre todos los estados posibles, sino
sobre los estados f´ısicos solamente, esto es, los que satisfacen la ley de Gauss
~D · ~E(~x)|ψfis〉 = 0 ∀ ~x , (3.4)
donde Ei(~x) = ∂0Ai(~x). Esta relacio´n expresa la conservacio´n del flujo ele´ctrico. Para
satisfacer (3.4) basta con que se verifique
exp
(∫
d3x tr[ ~DΛ(~x) · ~E(~x)]
)
|ψfis〉 = |ψfis〉 , (3.5)
para todo Λ(~x) con soporte compacto. Ω(U) = exp(
∫
~DΛ · ~E) es un operador unitario que
da lugar a las transformaciones gauge independientes del tiempo U = eΛ. Esto significa
que imponer la ley de Gauss es equivalente a exigir que los estados f´ısicos sean invariantes
frente a transformaciones gauge cuyos generadores se anulen en el infinito. Estos estados
pueden ser seleccionados introduciendo el proyector P =
∫
Λ(∞)=0DΛΩ(eΛ) dentro de la
integral funcional
ZYM = Tr
(
Pe−βH
)
=
∫
Λ(∞)=0
DΛ(~x)DAi(~x)〈AUi (~x)|e−βH |Ai(~x)〉 (3.6)
=
∫
Λ(∞)=0
DΛ(~x)
∫
Ai(β,~x)=AUi (0,~x)
DAi(x0, ~x) exp
{ 1
g2
∫ β
0
dx0
∫
d3x tr
[
(∂0Ai)
2 +B2i
] }
,
donde hemos considerado 〈Ai|Ω(U) = 〈AUi |. Se trata de una integral funcional sobre cam-
pos perio´dicos salvo transformacio´n gauge. Con objeto de derivar una expresio´n que sea
estrictamente perio´dica introducimos el proyector P ma´s de una vez, lo cual es factible ya
que P y H conmutan
ZYM = l´ım
N→∞
Tr
(
Pe−εH
)N
(3.7)
=
∫
DΛ(x0, ~x)DAi(x0, ~x) exp
{ 1
g2
∫ β
0
dx0
∫
d3x tr
[
(∂0Ai − D̂iΛ)2 +B2i
]}
.
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Definiendo el campo A0(x0, ~x) = Λ(x0, ~x), que se anula en ~x infinito, llegamos a
ZYM =
∫
Aµ(β,~x)=Aµ(0,~x)
DAµ(x0, ~x) exp
{ 1
2g2
∫ β
0
dx0
∫
d3x tr
(
F 2µν
) }
=:
∫
DAµ(x)e−SEYM .
(3.8)
La ecuacio´n de movimiento e identidades de Bianchi vienen dadas por
D̂µFµν = 0 , D̂λFµν + D̂µFνλ + D̂νFλµ = 0 . (3.9)
En las integrales funcionales existe una condicio´n de periodicidad temporal en el inter-
valo [0, β] para los campos gauge, que son boso´nicos. Adema´s es necesario integrar sobre
todos los valores en los extremos del intervalo. Si se consideran quarks en la teor´ıa, estos
debera´n satisfacer condiciones de antiperiodicidad, por ser campos fermio´nicos. La funcio´n
de particio´n eucl´ıdea de QCD sin renormalizar se escribe
ZQCD =
∫
Aµ(β,~x)=Aµ(0,~x)
DAµ(x0, ~x)
∫
q(β,~x)=−q(0,~x)
Nf∏
α=1
Dqα(x0, ~x)Dqα(x0, ~x) exp(−SE) ,
(3.10)
donde la accio´n eucl´ıdea es
SE = − 1
2g2
∫ β
0
dx0
∫
d3x tr(F 2µν) +
∫ β
0
dx0
∫
d3x
Nf∑
α=1
qα(D/ +mα)qα . (3.11)
Dµ = ∂µ + Aµ es la derivada covariante y Aµ es una matriz antihermı´tica de dimensio´n
Nc, en la representacio´n fundamental del a´lgebra de Lie del grupo gauge SU(Nc). Nf es el
nu´mero de sabores diferentes de quarks, y mα es la masa desnuda de los quarks.
En el tratamiento que haremos para calcular la accio´n efectiva a un loop, las fluc-
tuaciones cua´nticas de los campos gauge no van a modificar el sector de los quarks. La
contribucio´n de este sector constituira´ una correccio´n a la funcio´n de particio´n de Yang-
Mills, de modo que podremos hacer uso de la siguiente factorizacio´n
ZQCD = ZqZYM , (3.12)
donde Zq y ZYM corresponden a la funcio´n de particio´n del sector fermio´nico y gluo´nico
respectivamente. Esto se justificara´ en la seccio´n 3.3. Calcularemos cada una de estas
contribuciones por separado.
3.2. Sector fermio´nico
La contribucio´n de los quarks es ma´s simple que la gluo´nica, de modo que la trataremos
en primer lugar para as´ı conseguir una mayor claridad en el desarrollo. Los resultados de
esta seccio´n sera´n va´lidos para cualquier grupo gauge. En la seccio´n 3.3 se particularizara´n
las fo´rmulas para grupos gauge concretos. Consideraremos el caso particular de quarks sin
masa (mα = 0).
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La funcio´n de particio´n sin renormalizar es
Zq[A] =
∫
q(β,~x)=−q(0,~x)
Nf∏
α=1
Dqα(x0, ~x)Dqα(x0, ~x) exp(−SEq ) , (3.13)
con la accio´n eucl´ıdea
SEq =
∫ β
0
dx0
∫
d3x
Nf∑
α=1
qα D/ qα . (3.14)
La integral funcional de los campos de los quarks conduce a
Zq[A] = Det(D/ )
Nf , (3.15)
y la accio´n efectiva eucl´ıdea es1
Γdesnq [A] = −Nf logDet(D/ ) = −NfTr log(D/ ) . (3.16)
Esta expresio´n es formal debido a la presencia de divergencias ultravioletas. U´nicamente
despue´s de regularizar y renormalizar estas divergencias se obtiene una accio´n efectiva finita
y bien definida. Existe un gran nu´mero de me´todos diferentes para obtener una versio´n
renormalizada, pero un resultado esta´ndar de teor´ıa cua´ntica de campos perturbativa es
que diferentes definiciones de Γ pueden diferir a lo sumo en te´rminos que son polinomios
locales de dimensio´n cano´nica d + 1 (donde d + 1 es la dimensio´n del espacio-tiempo),
construidos con los campos externos y sus derivadas [18, 50]. Esto es debido a que todos
los diagramas de Feynman son convergentes ma´s alla´ de d+1 derivadas en los campos o en
los momentos externos [51]. En la pra´ctica vamos a tener que cualquier me´todo consistente
con la expresio´n formal de la accio´n efectiva puede ser usado, puesto que todos ellos van a
dar la misma contribucio´n finita ultravioleta.
3.2.1. Accio´n efectiva con representacio´n de Schwinger
De acuerdo con el tratamiento usual, elevaremos al cuadrado el operador de Dirac con
objeto de obtener un operador de Klein-Gordon. Haciendo uso de la representacio´n de
Schwinger de tiempo propio podemos escribir la contribucio´n del sector fermio´nico a la
accio´n efectiva de QCD a un loop como
Γq[A] = −Nf
2
Tr log(D/2) =
Nf
2
∫ ∞
0
dτ
τ
TreτD/
2
=:
∫ β
0
dx0
∫
d3xLq(x) , (3.17)
Lq(x) = Nf
2
∫ ∞
0
dτ
τ
µ2ǫ
(4πτ)D/2
∑
n
τntr(bTn,q(x)) . (3.18)
Usamos regularizacio´n dimensional para regular las divergencias ultravioletas en τ = 0,
con el convenio D = 4−2ǫ. El factor µ2ǫ restablece la dimensio´n 4 en masa del lagrangiano
1Nuestro convenio para la accio´n efectiva es Z = e−Γ.
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efectivo. La traza de Dirac esta´ incluida en bTn,q y tr se refiere a traza en el espacio de color.
Para aplicar nuestro desarrollo del heat kernel a temperatura finita al ca´lculo de la accio´n
efectiva u´nicamente debemos identificar el operador de Klein-Gordon correspondiente. Usa-
remos el siguiente convenio para las matrices γµ:
γµ = γ
†
µ , {γµ, γν} = 2δµν , trDirac(1) = 4 . (3.19)
Se puede escribir
− D/2= −D2µ −
1
2
σµνFµν , (3.20)
donde se ha usado γµγν = δµν + σµν . El operador de ec. (3.20) es de tipo Klein-Gordon, y
podemos identificar el te´rmino de masa como M(x) = −1
2
σµνFµν .
3.2.2. Traza en espacio de Dirac
El siguiente paso es hacer uso de los coeficientes de heat kernel (2.70) y calcular la traza
en el espacio de Dirac. La traza en este espacio muestra que bT1 y b
T
5/2 no van a contribuir,
lo cual es extensible a todos los te´rminos del heat kernel con una u´nica M . Usamos las
siguientes propiedades
trDirac(γµ1γµ2 · · ·γµ2n+1) = 0 ,
trDirac(γµγν) = 4δµν ,
trDirac(γµγνγαγβ) = 4(δµνδαβ − δµαδνβ + δµβδνα) . (3.21)
Existe otra propiedad que permite invertir el orden de las matrices γµ dentro de la traza
trDirac(γµγνγα · · · ) = trDirac(· · · γαγνγµ) . (3.22)
Hasta dimensio´n de masa 6 tenemos
bT0,q = 4ϕ0 ,
bT2,q = −
2
3
(
ϕ0F
2
µν + ϕ2E
2
i
)
, (3.23)
bT3,q = ϕ0
(
32
45
FµνFνλFλµ +
1
6
F 2λµν −
1
15
F 2µµν
)
+ ϕ2
(
1
15
E2ii −
1
10
F 20ij −
2
15
EiFijEj
)
+
(
2
5
ϕ4 − ϕ2
)
E20i .
Las funciones ϕn corresponden a su versio´n fermio´nica, esto es, la suma es sobre las fre-
cuencias de Matsubara p0 = 2π(n +
1
2
)/β. Los te´rminos que rompen simetr´ıa Lorentz se
han separado expl´ıcitamente.
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3.2.3. Integrales en tiempo propio
Como hemos indicado, vamos a hacer uso de la regularizacio´n dimensional en la integral
sobre τ , ec. (3.18). Las integrales van a ser del tipo
I±ℓ,n(Ω) :=
∫ ∞
0
dτ
τ
(4πµ2τ)ǫτ ℓϕ±n (Ω) , |Ω| = 1 , (3.24)
donde ϕ±n se refiere a la versio´n boso´nica o fermio´nica, respectivamente. En el sector fer-
mio´nico Ω es el loop de Polyakov en la representacio´n fundamental. A nivel pra´ctico Ω en
realidad va a indicar cada uno de los autovalores del loop de Polyakov. En el ape´ndice B
se calculan estas integrales y se discuten algunas de sus propiedades. Para el sector de los
quarks nos va a interesar la versio´n fermio´nica de las integrales, y hasta dimensio´n 6 en
masa necesitamos so´lo valores pares de n:
I−ℓ,2n(e
i2πν) = (−1)n(4π)ǫ
(
µβ
2π
)2ǫ(
β
2π
)2ℓ Γ(ℓ+ n+ ǫ+ 1
2
)
Γ(1
2
)
×
[
ζ(1 + 2ℓ+ 2ǫ, 1
2
+ ν) + ζ(1 + 2ℓ+ 2ǫ, 1
2
− ν)
]
,
−1
2
< ν <
1
2
, (3.25)
donde hemos hecho uso de la notacio´n Ω = ei2πν . Γ(z) es la funcio´n Gamma de Euler y
ζ(z, q) la funcio´n de Riemann generalizada [52]. En general las integrales I±ℓ,n(Ω) van a ser
funciones univaluadas en Ω, esto es, perio´dicas en ν con per´ıodo 1. La fo´rmula (3.25) se
ha escrito de manera que sea directamente aplicable en el intervalo −1
2
< ν < 1
2
. Fuera
de este intervalo debe considerarse una extensio´n perio´dica de la funcio´n. Adema´s I−ℓ,2n(Ω)
son funciones pares en ν.
Calculemos a continuacio´n la contribucio´n al lagrangiano efectivo. El orden cero requiere
I−−2,0. Obtenemos
I−−2,0 = −
2
3
(
2π
β
)4
B4(
1
2
+ ν) +O(ǫ) , (3.26)
donde hemos hecho uso de la relacio´n ζ(1− n, q) = −Bn(q)/n, n = 1, 2, . . . , y Bn(q) es el
polinomio de Bernoulli de orden n. Por tanto, tenemos que el potencial efectivo va a ser
L0,q(x) = π
2Nf
β4
(
2Nc
45
− 1
12
tr
[
(1− 4ν2)2]) , Ω(x) = ei2πν , −1
2
< ν <
1
2
, (3.27)
donde Nc = tr(1) indica el nu´mero de colores. tr es la traza en la representacio´n funda-
mental del grupo gauge de color, y ν es la matriz log(Ω)/(2πi) en esta representacio´n y
con valores propios en la rama |ν| < 1/2.
Notar que z = 1 es el u´nico punto singular de la funcio´n ζ(z, q) (se trata de un polo
simple). U´nicamente las integrales I−0,2n tienen el polo esta´ndar 1/ǫ, con lo cual e´ste so´lo
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va a aparecer en los te´rminos con dimensio´n de masa 4, esto es bT2,q. Para estos te´rminos
necesitamos
I−0,0 =
1
ǫ
+ log(4π)− γE + 2 log(µβ/4π)− ψ
(
1
2
+ ν
)− ψ (1
2
− ν)+O(ǫ) ,
I−
0,2
:= I−0,0 + 2I
−
0,2 = −2 +O(ǫ) . (3.28)
Las integrales I±
ℓ,2n
se definen de forma ana´loga a I±ℓ,2n pero usando ϕ2n en lugar de ϕ2n.
ψ(q) es la funcio´n digamma, y aqu´ı hemos hecho uso de la relacio´n
ζ(1 + z, q) =
1
z
− ψ(q) +O(z) . (3.29)
Notar que las funciones ϕ2n se definieron de manera que se anulasen en el l´ımite
τ/β2 = 0, de modo que las integrales correspondientes van a estar libres de divergencias
ultravioletas. Los te´rminos 1/ǫ+ log(4π)− γE que aparecen en I−0,0 son eliminados si adop-
tamos el esquema de regularizacio´n MS. Despue´s de renormalizar, punto que explicaremos
en la seccio´n 3.4, tendremos
L2,q(x) = −1
3
1
(4π)2
Nf tr
[(
2 log(µβ/4π)− ψ (1
2
+ ν
) − ψ (1
2
− ν))F 2µν − 2E2i ] . (3.30)
Para los te´rminos con dimensio´n de masa 6 vamos a necesitar las integrales
I−1,0 = −
(
β
4π
)2 (
ψ′′
(
1
2
+ ν
)
+ ψ′′
(
1
2
− ν) )+O(ǫ) ,
I−
1,2
= −2I−1,0 +O(ǫ) , I−1,4 = −4I−1,0 +O(ǫ) , (3.31)
donde hemos hecho uso de la relacio´n ψ(n)(q) = (−1)n+1n!ζ(n+ 1, q) . Esto conduce a
L3,q(x) = − 2
(4π)4
Nfβ
2tr
[(
ψ′′
(
1
2
+ ν
)
+ ψ′′
(
1
2
− ν) ) (3.32)
×
(
8
45
FµνFνλFλµ +
1
24
F 2λµν −
1
60
F 2µµν +
1
20
F 20µν −
1
30
E2ii +
1
15
EiFijEj
)]
.
Notar que cada orden del heat kernel esta´ asociado a una potencia en temperatura,
L0 ∼ T 4, L2 ∼ T 0, L3 ∼ T−2, lo cual quiere decir que el desarrollo del heat kernel a
temperatura finita es esencialmente un desarrollo en potencias de k2/T 2, donde k es el
momento gluo´nico t´ıpico. Los te´rminos de orden T 2 esta´n prohibidos ya que no existen
operadores invariantes gauge de dimensio´n 2 disponibles.
3.3. Sector gluo´nico
A continuacio´n nos vamos a centrar en el te´rmino de Yang-Mills, para el cual consi-
deraremos espec´ıficamente el grupo SU(Nc) (matrices unitarias, una u´nica constante de
acoplamiento y matrices del a´lgebra de Lie con traza cero en cualquier representacio´n).
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La funcio´n de particio´n sin renormalizar es
Zg =
∫
Aµ(β,~x)=Aµ(0,~x)
DAµ(x0, ~x) exp(−SEYM) (3.33)
con la accio´n eucl´ıdea
SEYM = −
1
2g2
∫ β
0
dx0
∫
d3x tr(F 2µν) . (3.34)
Se trata de una integral funcional entre configuraciones perio´dicas.
3.3.1. Me´todo del Campo de Fondo
Para el ca´lculo de la accio´n efectiva haremos uso del Me´todo del Campo de Fondo [53, 54]
que consiste en separar el campo gluo´nico, que por claridad denotaremos aqu´ı como Aµ, en
un campo cla´sico Aµ ma´s una fluctuacio´n cua´ntica aµ en la accio´n (3.34). La fluctuacio´n
es presumiblemente pequen˜a.
Aµ(x) = Aµ(x) + aµ(x) . (3.35)
Esto va a inducir una separacio´n en el tensor Fµν
Fµν [A] = Fµν [A] + D̂µaν − D̂νaµ + [aµ, aν ] . (3.36)
En ec. (3.36) la derivada covariante es la asociada al campo cla´sico, esto es Dµ = ∂µ +Aµ.
En nuestra notacio´n D̂µ = [Dµ, ]. Notar que los campos de los quarks se eligen como una
fluctuacio´n pura, de modo que aµ no modifica el sector fermio´nico a un loop. Esto justifica
la factorizacio´n de ec. (3.12)
Una transformacio´n gauge infinitesimal de Aµ con para´metro Λ puede ser distribuida
de muchas maneras sobre los campos Aµ y aµ, pero las elecciones ma´s convenientes van a
ser la transformacio´n cua´ntica
δAµ = 0 , δaµ = D̂µΛ + [aµ,Λ] (3.37)
y la transformacio´n del campo de fondo
δAµ = D̂µΛ , δaµ = [aµ,Λ] . (3.38)
La clave consiste ahora en an˜adir a la accio´n cla´sica un te´rmino que fije el gauge (gauge-
fixing term) el cual va a romper la invariancia gauge cua´ntica, pero respetara´ la invariancia
gauge del campo cla´sico de fondo
Sfix =
1
α
∫ β
0
dx0
∫
d3x tr(G2) , (3.39)
donde la funcio´n G transforma de modo covariante bajo (3.38). El te´rmino de Faddeev-
Popov asociado es
SFP = 2
∫ β
0
dx0
∫
d3x tr
(
C∗
δG
δΛ
C
)
, (3.40)
3.3 Sector gluo´nico 49
donde δG/δΛ indica la variacio´n de G bajo una transformacio´n gauge cua´ntica. C y C∗
son los campos ghost y antighost respectivamente, que son objetos que anticonmutan (si
bien son perio´dicos en tiempo eucl´ıdeo) y son matrices en la representacio´n fundamental
de su(Nc). La accio´n total Stot = S
E
YM + Sfix + SFP aparece en el funcional generador de
todas las funciones de Green
Zg[A, J, η
∗, η] = N
∫
DaDC∗DC exp (−Stot + J · a+ η∗ · C + C∗ · η) , (3.41)
donde J , η y η∗ son fuentes y el factor de normalizacio´n N se elige de modo que se verifique
Zg[A, 0, 0, 0] = 1. Notar que el campo cla´sico de fondo no esta´ acoplado con la fuente J .
El funcional generador para los diagramas conexos viene dado por
Wg[A, J, η
∗, η] = logZg[A, J, η
∗, η] . (3.42)
Los valores esperados de todos los campos se definen como
a˜ =
δWg
δJ
, C˜ =
δWg
δη∗
, C˜∗ =
δWg
δη
, (3.43)
y a partir de ellos, la accio´n efectiva se define
Γg[A, a˜, C˜
∗, C˜] = J · a˜ + η · C˜∗ + C˜ · η∗ −Wg[A, J, η∗, η] . (3.44)
Los funcionales Zg yWg sera´n invariantes bajo transformaciones gauge del campo de fondo,
ec. (3.38), si todas las fuentes y campos ghost transforman igual que a. Lo mismo se puede
decir de la accio´n efectiva Γg si uno exige que a˜, C˜ y C˜
∗ transformen igual que a. Una
buena eleccio´n es el gauge de Gervais-Neveu generalizado
G = D̂µaµ + λa
2
µ , (3.45)
pero aqu´ı nos vamos a restringir al gauge de Feynman covariante α = 1, λ = 0, con un
te´rmino de Faddeev-Popov asociado
SFP = 2
∫ β
0
dx0
∫
d3x tr
(
C∗D̂µ(D̂µC + [aµ, C])
)
. (3.46)
Descompongamos la corriente Jµ en
Jµ = Jµ + jµ (3.47)
donde definimos
jµ =
δStot[A, a]
δaµ
∣∣∣
a=0
. (3.48)
Podemos escribir la accio´n total como
Stot[A, a]− J · a = SEYM[A] +
1
2
∫ β
0
dx0
∫
d3x tr (aµ∆µν [A]aν)
−
∫ β
0
dx0
∫
d3x tr (C∗∆[A]C)− Sint[A, a]− J · a , (3.49)
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con las siguientes definiciones
∆µν [A] = −
(
δµνD̂
2
λ + 2F̂µν
)
, ∆[A] = −D̂2µ ,
Sint[A, a] =
∫ β
0
dx0
∫
d3x tr
(
(D̂µaν)[aµ, aν ] +
1
4
[aµ, aν ]
2 + C∗D̂µ[aµ, C]
)
,(3.50)
donde D̂µ = [Dµ, ] y F̂µν = [Fµν , ]. Notar que la constante de acoplamiento g puede ser
absorbida en la normalizacio´n de los campos. De este modo obtenemos el nuevo funcional
generador
Zg[A,J , η∗, η]
=
∫
DaDC∗DC exp
[
− SEYM[A]−
1
2
∫ β
0
dx0
∫
d3x aµ∆µνaν +
∫ β
0
dx0
∫
d3xC∗∆C
−Sint[A, a] + J · a+ η∗ · C + C∗ · η
]
, (3.51)
que depende de la nueva corriente J . Notar que el u´nico te´rmino lineal en el campo gauge
aµ que aparece en el exponente es el que esta´ acoplado con la corriente J .
Si imponemos ahora las condiciones a˜ = C˜ = C˜∗ = 0, la accio´n efectiva se puede
escribir como
Γg[A, 0, 0, 0] = −Wg[A,J , η∗, η]
∣∣∣
δWg/δJ=δWg/δη∗=δWg/δη=0
(3.52)
y es todav´ıa invariante respecto a la transformacio´n gauge del campo de fondo dada en
(3.38). El desarrollo perturbativo de esta accio´n efectiva solamente contiene diagramas de
vac´ıo, que son 1PI.
El desarrollo de la accio´n efectiva de Yang-Mills en te´rminos de ~ viene dado por
Γg[A, 0, 0, 0] = S
E
YM[A] +
1
2
Tr log(−δµνD̂2λ − 2F̂µν)− Tr log(−D̂2µ) +O(~2) . (3.53)
El te´rmino SEYM[A] es la contribucio´n cla´sica, y los te´rminos segundo y tercero son las
contribuciones cua´nticas a O(~). En (3.53) se puede ver que el operador de Klein-Gordon
sobre los campos cua´nticos aµ (segundo te´rmino del miembro derecho de la igualdad)
actu´a sobre un espacio interno de dimensio´n D× N̂c, donde en regularizacio´n dimensional
D = 4− 2ǫ, que es el nu´mero de polarizaciones del gluo´n (f´ısicas o no).2 D se corresponde
con el ı´ndice de Lorentz µ. Los operadores D̂µ y F̂µν actu´an en la representacio´n adjunta.
Notar que la derivada covariante en este operador de Klein-Gordon es la identidad en el
espacio de Lorentz, mientras que el te´rmino de masa es una matriz en dicho espacio, esto es
(M)µν = −2F̂µν . Por otra parte, el operador de Klein-Gordon de los campos ghost (tercer
te´rmino del miembro derecho de la igualdad) actu´a sobre un espacio interno de dimensio´n
N̂c. La derivada covariante es Dµ en la representacio´n adjunta y el te´rmino de masa es
cero.
2N̂c es el nu´mero de generadores del grupo gauge (N
2
c −1 en SU(Nc)) y se corresponde con la dimensio´n
de la representacio´n adjunta del grupo.
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3.3.2. Accio´n efectiva a un loop
La accio´n efectiva total de QCD quiral hasta nivel de un loop queda
Γ[A] = −µ
−2ǫ
2g20
∫
d4x tr(F 2µν) + Γq[A] + Γg[A] , (3.54)
donde el primer te´rmino es la accio´n de la teor´ıa de Yang-Mills a nivel a´rbol teniendo
en cuenta la renormalizacio´n (g0 es una constante adimensional). El segundo te´rmino es la
contribucio´n de los quarks, que ha sido calculada en la seccio´n 3.2. El tercer te´rmino corres-
ponde a las contribuciones que surgen despue´s de integrar los ghosts y las fluctuaciones
cua´nticas de los campos gauge
Γg[A] =
1
2
Tr log(−δµνD̂2λ − 2F̂µν)− Tr log(−D̂2µ) =:
∫ β
0
dx0
∫
d3xLg(x) . (3.55)
Haciendo uso del desarrollo del heat kernel podemos escribir
Lg(x) = −1
2
∫ ∞
0
dτ
τ
µ2ǫ
(4πτ)D/2
∑
n
τn t̂r(bTn,g(x)) . (3.56)
La traza sobre el espacio de Lorentz para los gluones esta´ incluida en los coeficientes bTn,g.
En esta fo´rmula t̂r se refiere a traza en el espacio de color en la representacio´n adjunta.
Se puede comprobar expl´ıcitamente en el ca´lculo que el efecto de los ghosts es quitar dos
grados de polarizacio´n del gluo´n, esto es D → D−2. Debido a la traza de Lorentz todos los
te´rminos con una u´nica M se van a anular, en particular bT1,g y b
T
5/2,g no van a contribuir.
Hasta dimensio´n de masa 6 tenemos
bT0,g = (D − 2)ϕ0(Ω̂) ,
bT2,g =
(
−2 + D − 2
12
)
ϕ0(Ω̂)F̂
2
µν −
D − 2
6
ϕ2(Ω̂)Ê
2
i , (3.57)
bT3,g = ϕ0(Ω̂)
((
4
3
+
D − 2
90
)
F̂µνF̂νλF̂λµ +
1
3
F̂ 2λµν −
D − 2
60
F̂ 2µµν
)
+
1
6
ϕ2(Ω̂)
(
−2F̂ 20µν +
D − 2
10
(
Ê2ii + F̂
2
0ij − 2ÊiF̂ijÊj
))
+ (D − 2)
(
1
10
ϕ4(Ω̂)−
1
6
ϕ2(Ω̂)
)
Ê20i .
En estas fo´rmulas las funciones ϕn corresponden a su versio´n boso´nica, esto es, la suma
es sobre las frecuencias de Matsubara p0 = 2πn/β. A diferencia del sector fermio´nico, el
argumento de estas funciones, Ω̂, y las derivadas covariantes esta´n en la representacio´n
adjunta. Notar que los te´rminos con D − 2 proceden de te´rminos del heat kernel que no
tienen masa. Los te´rminos que rompen simetr´ıa Lorentz se han separado expl´ıcitamente.
Para calcular el lagrangiano efectivo deberemos introducir los coeficientes (3.57) en
(3.56). Las integrales en τ que aparecen son del tipo (3.24). Como sabemos, las versiones
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boso´nica y fermio´nica de las funciones ϕn esta´n relacionadas por el cambio Ω→ −Ω , esto
es ϕ+n (Ω) = ϕ
−
n (−Ω) . De aqu´ı tenemos que las integrales I+ℓ,2n van a ser las mismas que
I−ℓ,2n de (3.25) excepto por el cambio ν → ν̂ − 12
I+ℓ,2n(e
i2πν̂) = (−1)n(4π)ǫ
(
µβ
2π
)2ǫ(
β
2π
)2ℓ Γ(ℓ+ n+ ǫ+ 1
2
)
Γ(1
2
)
×
[
ζ(1 + 2ℓ+ 2ǫ, ν̂) + ζ(1 + 2ℓ+ 2ǫ, 1− ν̂)
]
,
0 < ν̂ < 1 , (3.58)
donde hemos hecho uso de la notacio´n Ω̂ = ei2πν̂ . Esta fo´rmula se ha escrito para que sea
va´lida en el intervalo 0 < ν̂ < 1. Fuera de este intervalo debe considerarse la extensio´n
perio´dica de la funcio´n. Las integrales I+ℓ,2n(e
i2πν̂) son pares bajo el cambio ν̂ → 1− ν̂ .
El orden cero requiere
I+−2,0 = −
1
3
(
2π
β
)4
(B4(ν̂) +B4(1− ν̂)) +O(ǫ) . (3.59)
El potencial efectivo va a ser
L0,g(x) = π
2
3β4
t̂r(B4(ν̂) +B4(1− ν̂))
= − π
2
45β4
N̂c +
2π2
3β4
t̂r [ν̂2(1− ν̂)2] , Ω̂(x) = ei2πν̂ , 0 < ν̂ < 1 , (3.60)
donde N̂c := t̂r(1) = N
2
c − 1 es el nu´mero de generadores del grupo gauge. ν̂ es la matriz
log(Ω̂)/(2πi) con valores propios en la rama 0 < ν̂ < 1. Si se considera ν̂ = 0 en ec. (3.60)
se obtiene la presio´n de un gas ideal de gluones.
Para los te´rminos con dimensio´n de masa 4 vamos a necesitar
I+0,0 =
1
ǫ
+ log(4π)− γE + 2 log(µβ/4π)− ψ(ν̂)− ψ(1− ν̂) +O(ǫ) ,
I+
0,2
:= I+0,0 + 2I
+
0,2 = −2 +O(ǫ) . (3.61)
I+0,0 es divergente ultravioleta e I
+
0,2
es finito. Notar que en las D’s que aparecen en nuestras
expresiones tras hacer la traza de Lorentz tambie´n existen ǫ’s que hay que tener en cuenta.
La parte finita del lagrangiano efectivo, en el esquema MS, es
L2,g(x) = 1
(4π)2
t̂r
[
11
12
(
2 log(µβ/4π) +
1
11
− ψ(ν̂)− ψ(1− ν̂)
)
F̂ 2µν −
1
3
Ê2i
]
. (3.62)
En esta fo´rmula no hemos considerado las contribuciones divergentes. E´stas sera´n tratadas
en la seccio´n 3.4, donde abordaremos el problema de la renormalizacio´n.
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Para los te´rminos con dimensio´n de masa 6 necesitamos las integrales
I+1,0 = −
(
β
4π
)2 (
ψ′′ (ν̂) + ψ′′ (1− ν̂)
)
+O(ǫ) , (3.63)
I+
1,2
= −2I+1,0 +O(ǫ) , I+1,4 = −4I+1,0 +O(ǫ) . (3.64)
Esto conduce a
L3,g(x) = 1
2
β2
(4π)4
t̂r
[(
ψ′′(ν̂) + ψ′′(1− ν̂)
)
(3.65)
×
(
61
45
F̂µνF̂νλF̂λµ +
1
3
F̂ 2λµν −
1
30
F̂ 2µµν +
3
5
F̂ 20µν −
1
15
Ê2ii +
2
15
ÊiF̂ijÊj
)]
.
3.4. Renormalizacio´n
Para la renormalizacio´n deberemos considerar todas las contribuciones divergentes que
hemos obtenido, tanto del sector de quarks como del sector gluo´nico. El lagrangiano a nivel
a´rbol junto con estas divergencias conduce a
La´rbol(x) + Ldivq (x) + Ldivg (x) =
= − 1
2g20
tr(F 2µν) +
1
(4π)2
(
1
ǫ
+ log(4π)− γE
)(
11
12
t̂r(F̂ 2µν)−
Nf
3
tr(F 2µν)
)
= − 1
2g2(µ)
tr(F 2µν) . (3.66)
Hacemos uso de la siguiente identidad
t̂r
(
F̂ 2µν
)
= 2tr(1)tr
(
F 2µν
)− 2 (tr (Fµν))2 = 2Nctr (F 2µν) , (3.67)
donde se ha considerado que el grupo gauge es SU(Nc). De aqu´ı obtenemos en el esque-
ma MS
1
g2(µ)
=
1
g20
− β0
(
1
ǫ
+ log(4π)− γE
)
, β0 =
1
(4π)2
(
11
3
Nc − 2
3
Nf
)
, (3.68)
lo cual garantiza la independencia en escala de ec. (3.66). Notar que nos hemos limitado
a renormalizar la constante de acoplamiento. Por invariancia gauge, los campos cla´sicos
Aµ no necesitan ser renormalizados, si bien para el problema de la reduccio´n dimensional,
en general e´sta funciona mejor si los campos se renormalizan de tal modo que todas las
contribuciones a E2i y B
2
i , que proceden de loops no esta´ticos, son canceladas mediante
contrate´rminos [55].
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Si consideramos todos los te´rminos con dimensio´n de masa 4, (ecs. (3.30), (3.62) y
(3.66)), para ellos el lagrangiano renormalizado de QCD quiral hasta un loop es
L2,QCD(x) =
(
− 1
2g2(µ)
+ β0 log(µβ/4π) +
1
6
1
(4π)2
Nc
)
tr(F 2µν)
−11
12
1
(4π)2
t̂r
[(
ψ(ν̂) + ψ(1− ν̂))F̂ 2µν]
+
1
3
1
(4π)2
Nf tr
[(
ψ(1
2
+ ν) + ψ(1
2
− ν))F 2µν]
−2
3
(Nc −Nf) 1
(4π)2
tr
[
E2i
]
, −1
2
< ν <
1
2
, 0 < ν̂ < 1 . (3.69)
Otra posibilidad es usar el me´todo de Pauli-Villars para regular las divergencias ultra-
violetas [56]. La regularizacio´n de Pauli-Villars consiste ba´sicamente en la introduccio´n,
en el funcional generador, de nuevos campos a′µ y C
′ que transforman como aµ y C, pero
tienen una masa M que posteriormente se considerara´ en el l´ımite M → ∞. Por con-
veniencia consideramos que los dos campos tienen la misma masa. La aplicacio´n de este
procedimiento conduce a la siguiente funcio´n de particio´n regulada
Z[A]|reg = Z[A]
Z ′[A,M2]
. (3.70)
Z ′[A,M2] tiene la misma forma que Z[A] excepto que los te´rminos de masa esta´n incluidos.
Para un operador gene´rico K, la expresio´n regulada para el determinante funcional es
Det(K)|reg = Det(K)
Det(K+M2)
= exp
[
−
∫ ∞
0
dτ
τ
(
1− e−τM2
)
Tr e−τK
]
, (3.71)
donde hemos hecho uso de la representacio´n de tiempo propio de Schwinger. Por tanto la
regularizacio´n de Pauli-Villars corresponde a insertar el factor (1−e−τM2) en la integracio´n
en τ . Todas las integrales convergentes (incluidas I±
0,2
) quedan igual que en regularizacio´n
dimensional (en el l´ımite M →∞), y las integrales que divergen son
I+,PV0,0 = 2 log(M/µ) + 2 log(µβ/4π)− ψ(ν̂)− ψ(1− ν̂) +O(M−1) , 0 < ν̂ < 1 , (3.72)
I−,PV0,0 = 2 log(M/µ) + 2 log(µβ/4π)− ψ(12 + ν)− ψ(12 − ν) +O(M−1) , −
1
2
< ν <
1
2
.
El lagrangiano a nivel a´rbol tiene la siguiente constante de acoplamiento desnuda (para
cutoff M),
1
g20(M)
=
2
(4π)2
(
11
3
Nc − 2
3
Nf
)
log
M
µ
. (3.73)
El lagrangiano a nivel a´rbol junto con todas las contribuciones divergentes del sector
gluo´nico y del sector fermio´nico conduce a (en este esquema de regularizacio´n)
La´rbol(x) + Ldivq (x) + Ldivg (x) = −
1
2g20(M)
tr(F 2µν) +
1
(4π)2
log(M)
(
11
3
Nc − 2
3
Nf
)
tr(F 2µν)
= − 1
2g2(µ)
tr(F 2µν) , (3.74)
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donde hemos hecho uso de la identidad (3.67), va´lida en SU(Nc). Notar que el te´rmino
divergente ultravioleta log(M) es cancelado por la constante de acoplamiento desnuda, de
modo que al final el cutoff M es reemplazado por el para´metro finito µ. Si, como es usual,
el para´metro Λ en cada esquema es definido como la escala µ = Λ para la cual 1/g2(µ) se
anula, encontramos que los dos esquemas MS y PV dan ide´nticos resultados cuando
log
(
Λ2PV/Λ
2
MS
)
=
1
11− 2Nf
Nc
. (3.75)
Si se hace uso de otro esquema de regularizacio´n, la escala debera´ modificarse en conse-
cuencia [57, 58].
3.5. Divergencias infrarrojas
En el ca´lculo del sector gluo´nico de la accio´n efectiva existe un problema de divergencias
infrarrojas relacionadas con el modo esta´tico de Matsubara. En la representacio´n adjunta,
Nc − 1 valores propios de Ω̂ son necesariamente la unidad, de modo que el valor ν̂ = 0 va
a aparecer siempre al tomar la traza adjunta. Notar que para integrales I+ℓ,n con n 6= 0,
el modo esta´tico no va a contribuir. Sin embargo en I+ℓ,0 este modo puede producir diver-
gencias infrarrojas y ultravioletas. En concreto la singularidad de I+ℓ,n(e
i2πν̂) para valores
de ν̂ enteros procede de la divergencia infrarroja del modo esta´tico. En regularizacio´n di-
mensional la integral I+ℓ,0(1)|p0=0 se define como cero ya que no tiene una escala natural
[59]. Tal y como se explica en el ape´ndice B, las integrales I+ℓ,2n sin el modo esta´tico vienen
dadas por las mismas expresiones que (3.58) despue´s de la sustitucio´n ν̂ → 1 + ν̂ en la
primera ζ . En consecuencia, la prescripcio´n va a ser usar las fo´rmulas de L2,g y L3,g con
las sustituciones
ψ(ν̂) + ψ(1− ν̂) ∣∣
ν̂=0
→ ψ(1 + ν̂) + ψ(1− ν̂) ∣∣
ν̂=0
= −2γE ,
ψ′′(ν̂) + ψ′′(1− ν̂) ∣∣
ν̂=0
→ ψ′′(1 + ν̂) + ψ′′(1− ν̂) ∣∣
ν̂=0
= −4ζ(3) , (3.76)
realizadas u´nicamente en el subespacio Ω̂ = 1. Esta prescripcio´n preserva la periodicidad
de la accio´n efectiva como funcio´n de log(Ω̂), de modo que es consistente con la invariancia
gauge.
Un modo alternativo de tratar las divergencias infrarrojas es regula´ndolas an˜adiendo
en las integrales en τ una funcio´n cutoff e−τm
2
. Los modos que son finitos en el re´gimen
infrarrojo no se ven afectados en el l´ımite m → 0. El modo esta´tico en ϕ0 da lugar a
divergencias que debera´n ser an˜adidas al resultado obtenido previamente en regularizacio´n
dimensional. Esto produce la contribucio´n
I+ℓ,0(1)|p0=0 =
√
4πΓ(1
2
+ ℓ)
βm2ℓ+1
. (3.77)
Puesto que las divergencias infrarrojas proceden exclusivamente del modo esta´tico de ϕ0,
las relaciones de escala del tipo (3.64) para I+
ℓ,2n
no sera´n va´lidas. Los te´rminos divergentes
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infrarrojos que obtenemos son:
L2,IR = 1
48π
T
m
tr
[
11F 2µν⊥ + 2E
2
i⊥
]
,
L3,IR = 1
240π
T
m3
tr
[
− 61
3
Fµν⊥FναFαµ + Ei⊥FijEj⊥ + EiFij‖Ej (3.78)
−5F 2µνλ⊥ +
1
2
F 2µµν⊥ +
9
2
F 20µν⊥ + 3E
2
0i⊥ −
1
2
E2ii⊥
]
.
En nuestra notacio´n, Fµν‖ indica la parte de Fµν que conmuta con Ω, y Fµν⊥ el resto.
Si bien son contribuciones gluo´nicas, se han expresado en la representacio´n fundamental,
que suele ser preferible. En concreto, en el gauge en que Ω es diagonal, Fµν‖ es la parte
diagonal de Fµν . U´nicamente te´rminos con al menos una componente perpendicular pueden
ser divergentes infrarrojos.
3.6. Teor´ıa efectiva dimensionalmente reducida
Desde mediados de la de´cada de los noventa la mayor parte del esfuerzo que se ha
dedicado en QCD perturbativa a temperatura alta ha sido en calcular la presio´n, y so´lo
recientemente se ha obtenido el orden perturbativo ma´s alto posible [60], mediante el uso
de ideas de reduccio´n dimensional [61, 62, 63, 64, 65]. Estas ideas se basan en el hecho de
que a temperatura suficientemente alta el comportamiento de la teor´ıa puede ser descrito,
en principio, por una teor´ıa efectiva en tres dimensiones.
Como sabemos, a temperatura finita los campos perio´dicos se pueden descomponer en
modos de Fourier
Aµ(x0, ~x) =
∞∑
n=−∞
Aµ(ωn, ~x)e
iωnx0 , ωn =
2πn
β
. (3.79)
Cada modo lleva asociado un propagador de la forma [~p 2 + ω2n]
−1. Para valores de n
diferentes de cero, ωn juega el papel de una masa. En el l´ımite T →∞ todas las frecuencias
de Matsubara no nulas son infinitamente grandes. Puesto que las part´ıculas infinitamente
pesadas se desacoplan en una teor´ıa de campos a temperatura cero, se puede esperar que
ocurra lo mismo para los modos no esta´ticos n 6= 0 en teor´ıas de campos a temperatura
alta, de modo que una teor´ıa efectiva en tres dimensiones ser´ıa suficiente para explicar el
comportamiento.
En la seccio´n 3.3 hemos obtenido la accio´n efectiva haciendo una separacio´n del campo
gluo´nico en un background cla´sico ma´s una fluctuacio´n cua´ntica, e integrando e´sta u´ltima a
un loop. Se puede adaptar esta te´cnica para calcular la accio´n de la teor´ıa dimensionalmente
reducida (que denotaremos en lo sucesivo como L′(~x)), haciendo lo siguiente:
considerar un background estacionario;
considerar fluctuaciones puramente no estacionarias.
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La integracio´n de los modos fermio´nicos y los modos gluo´nicos no estacionarios va a dar
lugar a una teor´ıa efectiva para los restantes modos estacionarios (independientes del tiem-
po), que consiste en una teor´ıa gauge SU(Nc) en tres dimensiones acoplada con un campo
escalar A0. A esto se le llama reduccio´n dimensional∫
d4xLQCD(x) −→
∫
d3xL′(~x) . (3.80)
La segunda condicio´n implica eliminar los modos esta´ticos n = 0 en todas las sumas
de Matsubara. Hay que mencionar que L′(~x) no es la accio´n efectiva de la teor´ıa dimen-
sionalmente reducida, sino que es la accio´n verdadera (en la aproximacio´n de un loop), en
el sentido de que la integral funcional sobre las configuraciones estacionarias con L′(~x) da
lugar a la funcio´n de particio´n.
3.6.1. Eliminacio´n de los modos esta´ticos
La eliminacio´n del modo esta´tico so´lo afecta al sector gluo´nico, y resulta irrelevante
en el sector de quarks, de modo que L′q(~x) = βLq(~x).3 El sector gluo´nico a nivel a´rbol
tampoco se ve afectado, de modo que para el nivel a´rbol renormalizado se tiene
L′a´rbol(~x) = βLa´rbol(~x) . (3.81)
La eliminacio´n del modo esta´tico en el sector gluo´nico (para |ν̂| < 1) corresponde a la
sustitucio´n ν̂ → ν̂ +1 en la primera ζ de (3.58). Esto conduce trivialmente a las siguientes
fo´rmulas:
L′0,g(~x) =
2π2
3
T 3 t̂r
[
ν̂2(1 + ν̂2)
]
, ν̂ = log(Ω̂)/(2πi) , −1 ≤ ν̂ ≤ 1 . (3.82)
L′2,g(~x) =
1
(4π)2T
t̂r
[11
12
(
2 log(µ/4πT ) +
1
11
− ψ(ν̂)− ψ(−ν̂)
)
F̂ 2µν −
1
3
Ê2i
]
, (3.83)
L′3,g(~x) =
1
2
1
(4π)4
1
T 3
t̂r
[(
ψ′′(ν̂) + ψ′′(−ν̂)
)
(3.84)
×
(
61
45
F̂µνF̂νλF̂λµ +
1
3
F̂ 2λµν −
1
30
F̂ 2µµν +
3
5
F̂ 20µν −
1
15
Ê2ii +
2
15
ÊiF̂ijÊj
)]
.
En el potencial efectivo se ha desechado un te´rmino que es independiente de A0. Para los
te´rminos con dimensio´n de masa cuatro y seis se ha hecho uso de la identidad ψ(1 + ν̂) +
ψ(1− ν̂) = ψ(ν̂)+ψ(−ν̂). En estas fo´rmulas, F̂0µν indica [A0, F̂µν ]. Notar que la eliminacio´n
del modo esta´tico permite que L′(~x) este´ libre de divergencias infrarrojas.
3.6.2. Desarrollo en A0 pequen˜o
Adema´s de tomar Aµ estacionario, consideraremos que A0 es pequen˜o (en particular
|ν̂| < 1). Esto es va´lido a temperatura alta, pues en este re´gimen el potencial efectivo pro-
duce una supresio´n en las configuraciones de Ω(~x) que esta´n lejos de la unidad. En ausencia
3Notar que existe un factor β extra en L′(~x).
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de quarks, esto se puede ver como que Ω(~x) vive cerca de un elemento del centro del grupo
gauge (la rotura esponta´nea de la simetr´ıa del centro indica la fase de desconfinamiento).
Siempre va a ser posible hacer una transformacio´n gauge para llevar una configuracio´n a la
regio´n |ν̂| < 1. El considerar esta configuracio´n es importante, pues u´nicamente cuando A0
es pequen˜o (|ν̂| < 1) las fluctuaciones no esta´ticas son las ma´s pesadas. Si A0 es pequen˜o,
podremos desarrollar L′(~x) en potencias de A0. Notar que en el contaje en dimensiones de
masa, el A0 procedente de Ω tiene dimensio´n 1 (Ω no tiene dimensiones de masa). Este
nuevo contaje no es compatible con invariancia gauge expl´ıcita bajo transformaciones gran-
des, aunque s´ı bajo transformaciones estacionarias topolo´gicamente pequen˜as (pro´ximas a
la identidad).
El potencial efectivo es un polinomio en A0. De ec. (3.27) y (3.82), se obtiene
L′0(~x) = −
(
Nc
3
+
Nf
6
)
T 〈A20〉+
1
4π2T
〈A20〉2 +
1
12π2T
(Nc −Nf )〈A40〉 . (3.85)
En el resto de esta seccio´n usaremos la notacio´n 〈X〉 := tr(X), para la traza en la repre-
sentacio´n fundamental.
El resultado que se obtiene para los te´rminos con dimensio´n de masa cuatro se puede
escribir como4
L′(4)(~x) = −
1
Tg2E(T )
〈E2i 〉 −
1
Tg2M(T )
〈B2i 〉 , (3.88)
con las siguientes constantes de acoplamiento cromoele´ctricas y cromomagne´ticas
1
g2E(T )
=
1
g2(µ)
− 2β0(log(µ/4πT ) + γE) + 1
3(4π)2
(
Nc + 8Nf
(
log 2− 1
4
))
,
1
g2M(T )
=
1
g2(µ)
− 2β0(log(µ/4πT ) + γE) + 1
3(4π)2
(−Nc + 8Nf log 2) . (3.89)
El valor de g2M(T ) coincide con [65] para Nc = 3. Tambie´n coincide con [55] (con Nf = 0) si
se considera un factor adecuado dependiente de Nc entre la escala Λ usada en este art´ıculo
y nuestra µ.
Podemos introducir los para´metros te´rmicos Λ ele´ctricos y magne´ticos como [66]
1
g2E,M(T )
= 2β0 log(T/Λ
T
E,M) . (3.90)
4Mediante un reescalamiento de la constante de acoplamiento g y de los campos gauge con factores de
renormalizacio´n convenientemente elegidos, se puede conseguir que L′(4)(~x) presente el mismo aspecto que
el nivel a´rbol renormalizado a temperatura cero (ec. (3.66)). Es necesario considerar factores diferentes
para la componente espacial y temporal de los campos: g → Z−1/2g g, Ai → Z1/2M Ai y A0 → Z1/2E A0.
ZM = Zg = 1 + 2g
2β0(log(µ/4πT ) + γE)− g
2
3(4π)2
(−Nc + 8Nf log 2) , (3.86)
ZE = ZM − 2g
2
3(4π)2
(Nc −Nf ) . (3.87)
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Estos para´metros fijan la escala de ambas constantes de acoplamiento a temperatura alta.
De ec. (3.89) se tiene
log(ΛTE/ΛMS) = γE − log(4π)−
Nc + 8Nf(log 2− 1/4)
22Nc − 4Nf ,
log(ΛTM/ΛMS) = γE − log(4π) +
Nc − 8Nf log 2
22Nc − 4Nf . (3.91)
Los te´rminos con dimensio´n de masa seis proceden de L′2(~x) (desarrollando la funcio´n
digamma hasta orden dos en ν) y de L′3(~x) (a orden cero). Se obtiene5
L′(6)(~x) = −
2
15
ζ(3)
(4π)4T 3
[(2
3
Nc − 14
3
Nf
)〈FµνFνλFλµ〉+ (19Nc − 28Nf)〈F 2µµν〉
+(18Nc − 21Nf)〈F 20µν〉+ (110Nc − 140Nf)〈A20F 2µν〉 − (2Nc − 14Nf)〈E2ii〉
+(4Nc − 28Nf)〈EiFijEj〉+ 110〈A20〉〈F 2µν〉+ 220〈A0Fµν〉2
]
. (3.94)
Este resultado coincide con el obtenido en [55], calculado en el sector gluo´nico y con Nc
arbitrario. El lagrangiano de dimensio´n seis ha sido calculado asimismo en [49] para el
sector de quarks y en SU(3), en ausencia de campo cromomagne´tico (Ai = 0) y eliminando
te´rminos con ma´s de dos derivadas espaciales (por ejemplo E2ii). Nuestro ca´lculo reproduce
tambie´n este resultado. En esta misma referencia se hace el ca´lculo para el sector gluo´nico,
y tanto nuestro resultado como el de [55] se muestran en desacuerdo con e´l.
3.7. Resultados en SU(2)
En las secciones precedentes hemos encontrado resultados generales, va´lidos para cual-
quier grupo gauge en el sector fermio´nico (seccio´n 3.2), y para SU(Nc) en el sector gluo´nico
(seccio´n 3.3). Para el ca´lculo de las trazas en espacio de color es necesario particulari-
zar nuestras fo´rmulas a un grupo gauge concreto. Consideraremos aqu´ı espec´ıficamente el
grupo SU(2).
En esta seccio´n so´lo mostraremos los o´rdenes L0(x) y L2(x). Los resultados completos
L0,2,3(x) en ambos sectores aparecen en el ape´ndice C.
5Se ha hecho uso de las identidades siguientes:
t̂r
(
X̂2
)
= 2Nc〈X2〉 , X ∈ su(Nc) , (3.92)
t̂r
(
X̂2Ŷ 2
)
= 2Nc〈X2Y 2〉+ 2〈X2〉〈Y 2〉+ 4〈XY 〉2 , X, Y ∈ su(Nc) . (3.93)
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3.7.1. Traza en espacio de color
Usaremos como base de su(2) las matrices ~t = ~σ/2i, donde ~σ son las matrices de Pauli.
A0 = A
a
0ta = −
i
2
~σ · ~A0 , Fµν = F aµνta = −
i
2
~σ · ~Fµν , . . . (3.95)
En esta base
[ta, tb] = ǫabctc , tr(tatb) = −1
2
δab . (3.96)
En el gauge de Polyakov A0 es independiente del tiempo y diagonal en la representacio´n
fundamental, de modo que resulta especialmente conveniente para nuestro ca´lculo. Para
SU(2), en este gauge tenemos
A0 = − i
2
σ3φ , φ =
√
Aa0A
a
0 , (3.97)
de modo que los valores propios del loop de Polyakov en la representacio´n fundamental
Ω = exp(−βA0) , son exp(±iβφ/2) . En la representacio´n adjunta
Â0 = A
a
0 Ta , (T
a)bc = fbac = −ǫabc (3.98)
y de aqu´ı se tiene que los valores propios del loop de Polyakov en la representacio´n adjunta
Ω̂ = exp(−βÂ0), son exp(±iβφ) y 1.
Para el sector fermio´nico, tras calcular la traza en el espacio de color, obtenemos
L0,q(x) = 2π
2
3
T 4Nf
(
2
15
− 1
4
(1− 4ν2)2
)
, (3.99)
L2,q(x) = Nf
48π2
(
2 log
( µ
4πT
)
− ψ(1
2
+ ν)− ψ(1
2
− ν)− 1
)
~E2i
+
Nf
48π2
(
2 log
( µ
4πT
)
− ψ(1
2
+ ν)− ψ(1
2
− ν)
)
~B2i , (3.100)
donde
ν =
(
βφ
4π
+
1
2
)
(mod 1)− 1
2
. (3.101)
En el sector gluo´nico se obtiene
L0,g(x) = π
2
3
T 4
(
−1
5
+ 4ν̂2(1− ν̂)2
)
, (3.102)
L2,g(x) = − 11
48π2
(
2 log
( µ
4πT
)
− 1
11
− ψ(ν̂)− ψ(1− ν̂)
)
~E2i‖
− 11
48π2
(
12
11
πT
m
+ 2 log
( µ
4πT
)
− 1
11
+ γE − 1
2
ψ(ν̂)− 1
2
ψ(1− ν̂)
)
~E2i⊥
− 11
48π2
(
2 log
( µ
4πT
)
+
1
11
− ψ(ν̂)− ψ(1− ν̂)
)
~B2i‖ (3.103)
− 11
48π2
(
πT
m
+ 2 log
( µ
4πT
)
+
1
11
+ γE − 1
2
ψ(ν̂)− 1
2
ψ(1− ν̂)
)
~B2i⊥ ,
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Figura 3.1: Potencial efectivo a un loop para SU(2) como funcio´n de βφ/2π, en ausencia de
fermiones (l´ınea continua), con un fermio´n sin masa (rayada) y con dos fermiones (puntos
y rayas). Se ha graficado 12β4L0/π2 y se ha eliminado el te´rmino constante.
donde
ν̂ =
βφ
2π
(mod 1) . (3.104)
Hemos hecho uso del esquema MS, y hemos considerado expl´ıcitamente un cutoff in-
frarrojo (ver sec. 3.5). Nuestros resultados son perio´dicos en φ. En estas expresiones se
ha hecho la separacio´n de los sectores ele´ctrico y magne´tico. Bi =
1
2
ǫijkFjk es el campo
magne´tico, y
~Ei = ~Ei‖ + ~Ei⊥ , ~Bi = ~Bi‖ + ~Bi⊥ , (3.105)
es la descomposicio´n de los campos ele´ctrico y magne´tico en la direccio´n paralela y perpen-
dicular a ~A0. Esta descomposicio´n es invariante gauge, siempre y cuando se considere que,
en un gauge general, la direccio´n paralela es aquella que venga indicada por el loop de Pol-
yakov (esto es, aquella que conmuta con el loop de Polyakov), y la perpendicular el resto.
En la expresio´n de L2,g(x) vemos que las componentes paralelas de los campos esta´n libres
de divergencias infrarrojas. Solamente las componentes perpendiculares pueden presentar
este tipo de divergencias.
En la figura 3.1 se muestra el comportamiento del potencial efectivo (orden cero del
lagrangiano). Observamos que las periodicidades del sector fermio´nico y del sector gluo´nico
se diferencian en un factor 2.
Los lagrangianos efectivos L2,q(x) y L2,g(x) presentan la siguiente estructura
L2,q(x) = −f1,q(ν) ~E2i⊥ − f2,q(ν) ~E2i‖ − h1,q(ν) ~B2i⊥ − h2,q(ν) ~B2i‖ , (3.106)
L2,g(x) = −f1,g(ν̂) ~E2i⊥ − f2,g(ν̂) ~E2i‖ − h1,g(ν̂) ~B2i⊥ − h2,g(ν̂) ~B2i‖ . (3.107)
Para el sector de quarks se tiene f1,q = f2,q ≡ fq, h1,q = h2,q ≡ hq.
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Figura 3.2: Gra´fico de 96π2(f1,q + f1,g) como funcio´n de βφ/2π, en ausencia de fermiones
(l´ınea continua), con dos fermiones sin masa (rayada) y con cuatro y ocho fermiones en
orden sucesivo (puntos y rayas). Se han eliminado los te´rminos constantes.
En la figura 3.2 aparece graficada la funcio´n f1,q(ν) + f1,g(ν̂). Notar que f1,g(ν̂) es
singular en ν = 0 lo cual es debido a la contribucio´n del modo cero. El resto de funciones:
f2,q(ν)+f2,g(ν̂) , h1,q(ν)+h1,g(ν̂) y h2,q(ν)+h2,g(ν̂); presentan un comportamiento similar.
3.7.2. Invariancia gauge del resultado
Despue´s de fijar el gauge de Polyakov (A0 diagonal e independiente del tiempo), au´n
queda una simetr´ıa abeliana residual que consiste en rotaciones gauge arbitrarias indepen-
dientes del tiempo sobre los generadores de Cartan (σ3 en el caso de SU(2)), y de una
rotacio´n gauge dependiente del tiempo (tambie´n sobre los ejes de Cartan) que va a ser
discreta para ser compatible con la periodicidad de Ai(x0, ~x) (ver ape´ndice A). Para una
teor´ıa gauge pura SU(2) esta simetr´ıa residual corresponde a la siguiente transformacio´n
Aµ → U−1∂µU + U−1AµU , U(x0, ~x) = exp
[
−iσ3
2
(α(~x) + x02πn/β)
]
, (3.108)
donde n es un entero. Notar que no podemos hacer rotaciones sobre un eje que no sea
el eje diagonal, ya que esto har´ıa que A0 fuera no diagonal. La dependencia en el tiempo
debe ser lineal, ya que en caso contrario se generar´ıa una dependencia temporal en A0. La
transformacio´n gauge (3.108) verifica U(x0+ β, ~x) = (−1)nU(x0, ~x). La fase (−1)n se debe
a la simetr´ıa del centro del grupo gauge, que es Z(2). En componentes esta transformacio´n
es
A′30 (~x) = A
3
0(~x) + 2πn/β ,
A′1i (x0, ~x) = A
1
i cosχ+ A
2
i sinχ ,
A′2i (x0, ~x) = −A1i sinχ+ A2i cosχ ,
A′3i (x0, ~x) = A
3
i + ∂iα(~x) , (3.109)
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donde χ(x0, ~x) = α(~x)+x02πn/β. Notar que la primera ecuacio´n es equivalente a ν̂
′ = ν̂+n.
En la figura 3.1 vemos que cuando no hay fermiones los mı´nimos absolutos del potencial
efectivo ocurren para valores enteros de βφ/2π, y todos ellos son transformaciones gauge
de A0 = 0.
Se puede comprobar que las combinaciones de campos ~E2i‖, ~E
2
i⊥, ~B
2
i‖, y ~B
2
i⊥ quedan
invariantes bajo la transformacio´n (3.109). Por tanto el sector gluo´nico de la accio´n efectiva
es invariante gauge.
Al introducir fermiones en la teor´ıa la situacio´n se modifica ligeramente. En general
hay ma´s transformaciones residuales permitidas en una teor´ıa gauge pura SU(Nc) que en
una teor´ıa SU(Nc) con fermiones. Los fermiones rompen la simetr´ıa del centro del grupo
gauge, y la forma ma´s general de la transformacio´n U en este caso es
U(x0, ~x) = exp
[
−iσ3
2
(α(~x) + x04πn/β)
]
, (3.110)
que es un subgrupo de la anterior. Esta transformacio´n produce ν ′ = ν+n, lo cual respeta
la periodicidad de todas las funciones (notar que (3.108) no respeta la periodicidad de las
funciones L0,q(ν), fq(ν) y hq(ν)). Como funcio´n de x0, la transformacio´n gauge (3.110) es
estrictamente perio´dica en [0, β].
En la figura 3.1 se observa co´mo la inclusio´n de fermiones da lugar a la rotura de la
simetr´ıa Z(2). Esta rotura se manifiesta en que los puntos βφ/2π = 2n + 1 dejan de ser
mı´nimos absolutos del potencial efectivo y pasan a ser puntos estacionarios. Los mı´nimos
absolutos βφ/2π = 2n son transformaciones gauge (3.110) de A0 = 0.
3.7.3. Comparacio´n con otros resultados
Podemos comparar nuestros resultados en SU(2) en el sector gluo´nico con los que apa-
recen en [67], donde se calcula la accio´n efectiva de una teor´ıa de Yang-Mills SU(2) a altas
temperaturas haciendo un desarrollo en derivadas covariantes. Este desarrollo es para confi-
guraciones gauge estacionarias, es a todos los o´rdenes en A0 y se calculan algunos te´rminos
con hasta cuatro derivadas espaciales. Aqu´ı hemos calculado u´nicamente los o´rdenes ma´s
bajos en D̂0, pues as´ı es como esta´ construido el desarrollo del heat kernel, y nuestras
configuraciones son generales (no necesariamente esta´ticas).
El resultado de ref. [67] presenta la estructura de L2,g en (3.107). Puesto que el nuestro
no es estrictamente un desarrollo en A0 (el loop de Polyakov no se ha desarrollado, con
objeto de preservar invariancia gauge), no es posible hacer una comparacio´n directa con
[67]. Sin embargo en nuestro tratamiento vemos que si la teor´ıa fuera estacionaria, todos los
te´rminos de la forma (D̂n0Fµν)‖, n ≥ 1, ser´ıan cero, pues A0 es diagonal. Esto quiere decir
que nuestras funciones f2,g y h2,g no reciben ninguna contribucio´n adicional ma´s alla´ de
L2,g. Estas funciones coinciden con las correspondientes de [67]. Por supuesto, el potencial
efectivo es correcto a todos los o´rdenes en A0.
Por otra parte nuestras funciones f1,g y h1,g contienen divergencias infrarrojas, mientras
que en el ca´lculo de [67] so´lo h1,g es divergente.
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3.8. Resultados en SU(3)
En esta seccio´n consideraremos espec´ıficamente el grupo gauge SU(3). Calcularemos el
lagrangiano efectivo hasta te´rminos con dimensio´n de masa 4.
3.8.1. Traza en espacio de color
Usaremos como base de su(3) las matrices ta = λa/2i, donde λa, a = 1, · · · , 8, son las
matrices de Gell-Mann
A0 = A
a
0ta = −
i
2
λaA
a
0 , Fµν = F
a
µνta = −
i
2
λaF
a
µν , . . . (3.111)
En esta base
[ta, tb] = fabctc , tr(tatb) = −1
2
δab . (3.112)
Al igual que en la seccio´n 3.7, elegimos el gauge de Polyakov, de modo que A0 va a ser
diagonal en la representacio´n fundamental,
A0 = −iλ3
2
φ3 − i
√
3
2
λ8φ8 . (3.113)
Los valores propios del loop de Polyakov en esta representacio´n son
ω1 = exp
(
i
β
2
(φ3 + φ8)
)
, ω2 = exp
(
i
β
2
(−φ3 + φ8)
)
, ω3 = exp (−iβφ8) , (3.114)
y si definimos las magnitudes νA mediante ωA = exp(i2πνA), A = 1, 2, 3, vamos a poder
expresar el sector fermio´nico del lagrangiano efectivo en te´rminos de
ν1 =
β
4π
(φ3 + φ8) , ν2 =
β
4π
(−φ3 + φ8) , ν3 = − β
2π
φ8 . (3.115)
Tras calcular la traza en el espacio de color, obtenemos
L0,q(x) = −π
2T 4Nf
12
(
−8
5
+ (1− 4ν21)2 + (1− 4ν22)2 + (1− 4ν23)2
)
, (3.116)
L2,q(x) = Nf
24π2
[
log
( µ
4πT
)
− 1
2
]
~E2i +
Nf
24π2
log
( µ
4πT
)
~B2i
− Nf
12(4π)2
(
f−(ν1) + f−(ν2)
) (
(F 1µν)
2 + (F 2µν)
2 + (F 3µν)
2
)
− Nf
12(4π)2
(
f−(ν1) + f−(ν3)
) (
(F 4µν)
2 + (F 5µν)
2
)
− Nf
12(4π)2
(
f−(ν2) + f
−(ν3)
) (
(F 6µν)
2 + (F 7µν)
2
)
− Nf
36(4π)2
(
f−(ν1) + f
−(ν2) + 4f
−(ν3)
)
(F 8µν)
2
− Nf
6
√
3(4π)2
(
f−(ν1)− f−(ν2)
)
F 3µνF
8
µν , (3.117)
3.8 Resultados en SU(3) 65
donde
f−(ν) = ψ(1
2
+ ν) + ψ(1
2
− ν) , ν =
(
ν +
1
2
)
(mod 1)− 1
2
. (3.118)
Para el sector gluo´nico debemos calcular la traza en la representacio´n adjunta. En esta
representacio´n
(Â0)ab = (A
c
0Tc)ab = −fabcAc0 = −fab3φ3 − fab8
√
3φ8 , (3.119)
donde hemos hecho uso de (T c)ab = facb = −fabc. De aqu´ı se tiene que los valores propios
del loop de Polyakov en la representacio´n adjunta Ω̂ = exp(−βÂ0) son
1 , 1 , exp (±iβφ3) , exp
(
±iβ
2
(φ3 + 3φ8)
)
, exp
(
±iβ
2
(φ3 − 3φ8)
)
. (3.120)
El sector gluo´nico del lagrangiano efectivo se va a poder expresar en te´rminos de los inva-
riantes
ν12 =
β
2π
φ3 , ν31 =
β
4π
(φ3 + 3φ8) , ν23 =
β
4π
(φ3 − 3φ8) . (3.121)
Una vez que se calcula la traza en el espacio de color, se obtiene
L0,g(x) = 4
3
π2T 4
(
− 2
15
+ ν̂212(1− ν̂12)2 + ν̂231(1− ν̂31)2 + ν̂223(1− ν̂23)2
)
, (3.122)
L2,g(x) = − 1
(4π)2
(
11 log
( µ
4πT
)
− 1
2
)
~E2i −
1
(4π)2
(
11 log
( µ
4πT
)
+
1
2
)
~B2i
− T
4πm
(
~E2i⊥ +
11
12
~B2i⊥
)
+
1
(4π)2
11
12
(
f+(0) + f+(ν12) +
1
2
f+(ν31) +
1
2
f+(ν23)
)(
(F 1µν)
2 + (F 2µν)
2
)
+
1
(4π)2
11
12
(
f+(0) +
1
2
f+(ν12) + f
+(ν31) +
1
2
f+(ν23)
)(
(F 4µν)
2 + (F 5µν)
2
)
+
1
(4π)2
11
12
(
f+(0) +
1
2
f+(ν12) +
1
2
f+(ν31) + f
+(ν23)
)(
(F 6µν)
2 + (F 7µν)
2
)
+
1
(4π)2
11
12
(
2f+(ν12) +
1
2
f+(ν31) +
1
2
f+(ν23)
)
(F 3µν)
2
+
1
(4π)2
11
8
(
f+(ν31) + f
+(ν23)
)
(F 8µν)
2
+
1
(4π)2
11
4
√
3
(
f+(ν31)− f+(ν23)
)
F 3µνF
8
µν , (3.123)
donde
f+(ν) = ψ(ν̂) + ψ(1− ν̂) (ν 6∈ Z) , ν̂ = ν (mod 1) ,
f+(0) = −2γE . (3.124)
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Figura 3.3: Potencial efectivo a un loop para SU(3) como funcio´n de ρ. Se considera θ = 0 y
se muestra el caso en que no hay fermiones (l´ınea continua), dos fermiones sin masa (puntos
y rayas), y fermiones solamente (rayada). Se ha graficado 12β4L0/π2 y se ha eliminado el
te´rmino constante.
Al igual que hicimos en SU(2), podemos considerar la descomposico´n de los campos en
la direccio´n paralela y perpendicular a ~A0. La direccio´n paralela ~Fµν‖ da cuenta de las
componentes 3 y 8. La direccio´n perpendiculal ~Fµν⊥ da cuenta de las componentes 1, 2, 4,
5, 6 y 7. Notar que el subespacio paralelo esta´ libre de divergencias infrarrojas.
El nivel a´rbol renormalizado es
La´rbol(x) = 1
4g2(µ)
~F 2µν . (3.125)
En las fo´rmulas hasta orden 4 en masa las componentes 1 y 2 juegan el mismo papel.
Lo mismo ocurre con las componentes 4 y 5, y con las componentes 6 y 7. Hasta este orden,
la estructura que encontramos es de cuatro planos bien definidos: el plano paralelo a ~A0, y
tres planos transversales; esto es
L2,q(x) + L2,g(x) = f12(φ3, φ8)((E1i )2 + (E2i )2) + f45(φ3, φ8)((E4i )2 + (E5i )2)
+ f67(φ3, φ8)((E
6
i )
2 + (E7i )
2) + f33(φ3, φ8)(E
3
i )
2 + f88(φ3, φ8)(E
8
i )
2
+ f38(φ3, φ8)(E
3
i E
8
i )
+ (misma estructura para BiBi) . (3.126)
Se puede comprobar que, eligiendo los generadores del a´lgebra del grupo de manera
conveniente, la estructura general que se obtiene para SU(Nc) en nuestro desarrollo hasta
orden 4 es de un plano paralelo conNc−1 componentes, yNc(Nc−1)/2 planos transversales,
cada uno de ellos formado por dos componentes. Las divergencias infrarrojas solamente van
a afectar a estos u´ltimos.
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Figura 3.4: Potencial efectivo a un loop para SU(3) como en fig. 3.3, pero en la direccio´n
de λ3. Se ha graficado como funcio´n de θ y se considera ρ = 0.
3.8.2. Invariancia gauge del resultado
Con el fin de graficar las funciones definimos las magnitudes θ y ρ como
θ =
β
2π
φ3 , ρ =
β
2π
φ8 . (3.127)
En la figura 3.3 se muestra el potencial efectivo en la direccio´n de λ8. Cuando no hay
fermiones los u´nicos mı´nimos del potencial en esta direccio´n ocurren en los puntos ρ = 2n/3
que son justamente transformaciones gauge de ρ = 0. En la figura 3.4 aparece el potencial
efectivo en la direccio´n de λ3. Los mı´nimos absolutos son nuevamente transformaciones
gauge de θ = 0, pero aparecen adema´s mı´nimos locales en θ = 2n + 1. En una gra´fica
del potencial efectivo en dos dimensiones (figura 3.5) se puede observar que estos mı´nimos
locales en realidad son cra´teres que caen hacia mı´nimos absolutos en (θ, ρ) = (2n+1, 1/3).
En todos estos mı´nimos la matriz Ω = exp(−βA0) tiene los mismos valores propios, de
modo que todos ellos son transformaciones gauge de Ω = 1.
Como se comenta en el ape´ndice A la introduccio´n de fermiones rompe la simetr´ıa del
centro del grupo gauge. La rotura de esta simetr´ıa se manifiesta en la aparicio´n de mı´nimos
locales. En la figura 3.3 podemos observar que el mı´nimo absoluto en ρ = 2/3 para la teor´ıa
sin fermiones se transforma, con la inclusio´n de e´stos, en un mı´nimo local. Esto es as´ı ya
que el mı´nimo absoluto de la parte gauge del potencial efectivo coincide con el ma´ximo
de la parte fermio´nica. En general, como podemos observar en las figuras 3.5 y 3.6, cada
mı´nimo local de la teor´ıa gauge con fermiones se corresponde exactamente con un mı´nimo
absoluto de la teor´ıa gauge pura. Con el fin de ilustrar el comportamiento de las funciones
que aparecen en L2, en la figura 3.7 se muestra la funcio´n f45 en la direccio´n de λ8. La
parte boso´nica de la funcio´n presenta singularidades en ρ = 2n/3 lo cual es debido a la
contribucio´n del modo cero. El comportamiento en la direccio´n de λ3 es parecido al de la
figura 3.2.
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Figura 3.5: Gra´fico de contorno del potencial efectivo a un loop para SU(3) como funcio´n
de θ (eje horizontal) y ρ (eje vertical) para una teor´ıa gauge pura.
3.8.3. Comparacio´n con otros resultados
En [68], al igual que en [55], se calcula la accio´n efectiva a un loop de una teor´ıa de Yang-
Mills SU(Nc) haciendo un desarrollo en derivadas covariantes. El resultado no es covariante
gauge pues se considera un desarrollo en potencias de A0(~x). Como consecuencia de ello
el potencial efectivo que se obtiene no es perio´dico y so´lo se aproxima al exacto cuando
A0 → 0. De todas formas en [68] se considera el potencial efectivo exacto, que es conocido
y ha sido calculado por nosotros, y se hace un estudio en el caso espec´ıfico de una teor´ıa
gauge SU(3) incluyendo fermiones. Hemos comprobado que sus resultados coinciden con
los nuestros.
3.9. Conclusiones
En este cap´ıtulo se ha hecho un estudio de la accio´n efectiva de QCD a un loop a
temperatura finita en la regio´n de intere´s fenomenolo´gico correspondiente a la fase de
plasma de quarks y gluones. Para tal fin hemos usado la te´cnica del heat kernel del cap´ıtu-
lo 2, que nos ha permitido calcular el determinante fermio´nico y el determinante boso´nico
correspondiente a fluctuaciones gluo´nicas cua´nticas en torno a un background cla´sico (es
el conocido como Me´todo del Campo de Fondo).
El desarrollo del heat kernel se corresponde en este caso con un desarrollo en derivadas,
organizado de un modo muy eficiente. Hemos conseguido reproducir resultados parciales
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Figura 3.6: Igual que fig. 3.5, pero con dos fermiones sin masa.
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Figura 3.7: Gra´fico de −96π2f45 como funcio´n de ρ. Se considera θ = 0 y se muestra
el caso en que no hay fermiones (l´ınea continua), un fermio´n sin masa (rayada), y ocho
fermiones (puntos y rayas). Se han eliminado los te´rminos constantes y ciertas divergencias
que surgen al tomar θ = 0.
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previos, y extenderlos hasta orden T−2 incluyendo los efectos del loop de Polyakov, para un
grupo gauge general SU(Nc). Se ha calculado la accio´n de la teor´ıa efectiva dimensional-
mente reducida hasta ese mismo orden. Finalmente se han particularizado las fo´rmulas
para los grupos gauge SU(2) y SU(3), lo cual ha permitido comparar con trabajos previos.
Un punto de especial relevancia es la invariancia gauge de nuestros resultados. Hemos
estudiado la invariancia frente a la simetr´ıa del centro Z(Nc) del grupo gauge SU(Nc)
en la teor´ıa sin fermiones, y se ha estudiado expl´ıcitamente el mecanismo por el cual los
fermiones rompen esta simetr´ıa del centro.
Cap´ıtulo 4
Efectos no perturbativos por encima
de la transicio´n de fase
4.1. Introduccio´n
El loop de Polyakov juega un papel teo´rico muy importante en QCD a temperatura
finita. Representa el propagador de un quark esta´tico test y por tanto es crucial para
entender el mecanismo de la transicio´n confinamiento-desconfinamiento. En [69, 70] se
encuentra su relacio´n con la energ´ıa libre de un quark pesado, de tal modo que un valor
esperado nulo del loop de Polyakov en quenched QCD indica la fase de confinamiento. La
simetr´ıa global Z(Nc) se encuentra esponta´neamente rota en la fase de desconfinamiento
[71]. El loop de Polyakov constituye un para´metro de orden natural para esa transicio´n de
fase; bajo transformaciones de gauge perio´dicas L es un objeto invariante, pero bajo una
transformacio´n de ’t Hooft adquiere un factor, que es un elemento del centro del grupo
gauge. Diversas teor´ıas efectivas para el loop de Polyakov han sido propuestas en [72].
(Para un ana´lisis detallado ver, por ejemplo, [20]).
Al comienzo de los an˜os ochenta, el ca´lculo perturbativo del loop de Polyakov hasta
segundo orden (NLO) fue hecho por Gava y Jengo [23]. Estos resultados muestran que a
temperaturas suficientemente grandes el loop de Polyakov renormalizado se aproxima a uno
por encima.1 No se han hecho muchos progresos desde este primer resultado. Actualmente
no existen ca´lculos perturbativos del loop de Polyakov ma´s alla´ de NLO. Tal y como se
menciona en [23], un ca´lculo directo conducir´ıa a la aparicio´n de un gran nu´mero de diagra-
mas de Feynman debido a las divergencias infrarrojas [73]. En este cap´ıtulo discutiremos
una aproximacio´n diferente, relacionada con la te´cnica de reduccio´n dimensional.
Desde el punto de vista no perturbativo, el loop de Polyakov desnudo ha sido frecuen-
temente estudiado en ca´lculos nume´ricos de teor´ıas gauge en el ret´ıculo. No obstante, so´lo
recientemente se ha conseguido una definicio´n conveniente del loop de Polyakov renorma-
lizado. El me´todo introducido en ref. [21] para QCD quenched permite calcular el loop de
Polyakov a partir del potencial quark-antiquark a temperatura finita, obtenido de la fun-
1El valor esperado del loop de Polyakov desnudo se anula en el l´ımite al continuo en cualquier fase.
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cio´n de correlacio´n de dos loops de Polyakov separados. La comparacio´n con el potencial a
temperatura cero para separaciones pequen˜as permite una determinacio´n muy precisa de
la autoenerg´ıa del quark, que debe ser extra´ıda.
Las temperaturas grandes esta´n relacionadas con regiones cinema´ticas donde se mani-
fiesta la rotura de la simetr´ıa Lorentz, y se corresponden con momentos eucl´ıdeos grandes
para una teor´ıa cua´ntica de campos a temperatura cero. En regularizacio´n dimensional
en el esquema MS se encuentra que a una temperatura dada T le corresponde una esca-
la eucl´ıdea µ ∼ 4πT [66], de modo que para Tc = 270 MeV se tiene µ = 3 GeV. En este
re´gimen es de esperar que las ideas del desarrollo en producto de operadores (en ingle´s Ope-
rator Product Expansion, OPE) se puedan aplicar, y ma´s espec´ıficamente a temperaturas
no tan grandes los condensados y las correcciones en potencias de la temperatura deber´ıan
de jugar un papel importante. En realidad, siguiendo algunas sugerencias antiguas [74],
requisitos fenomenolo´gicos [75], estudios teo´ricos [76] y ana´lisis en el ret´ıculo [77, 78, 79]
hay actualmente una evidencia creciente de que el condensado invariante BRST de orden
ma´s bajo es de dimensio´n 2. Este condensado es en general no local, pero en el gauge
de Landau se convierte en un operador local 〈A2µ,a〉, donde Aµ,a es el campo del gluo´n.
El condensado 〈A20,a〉 tambie´n aparece como un para´metro en el ca´lculo de la presio´n a
temperatura finita [80].
El loop de Polyakov esta´ estrechamente relacionado con el valor esperado de A20,a (como
veremos, el resultado perturbativo a NLO se puede obtener de esta manera), de modo que
las contribuciones del condensado a esta magnitud tendra´n un impacto inmediato sobre
el loop de Polyakov. En este cap´ıtulo estudiaremos la existencia de contribuciones no
perturbativas a este condensado gluo´nico. La situacio´n es similar a lo que ocurre con el
potencial quark-antiquark en QCD a temperatura cero, como funcio´n de la separacio´n del
quark y el antiquark. En esta caso, la teor´ıa de perturbaciones describe bien la regio´n
de cortas distancias, donde la teor´ıa es de´bilmente interactuante y el intercambio de un
gluo´n produce un potencial tipo Coulomb. A distancias grandes surge el confinamiento y
los datos del ret´ıculo sugieren un potencial de tipo lineal [81].
En la seccio´n 4.4 se analizara´n los datos en el ret´ıculo del loop de Polyakov en base a
estas ideas.
Este cap´ıtulo esta´ basado en las referencias [82, 83].
4.2. Loop de Polyakov perturbativo
Con objeto de incluir posteriormente posibles contribuciones provenientes de conden-
sados, trataremos de reproducir en esta seccio´n el resultado perturbativo a orden ma´s bajo
para el loop de Polyakov mendiante la te´cnica de reduccio´n dimensional. Adema´s, esto
nos permitira´ discutir algunas propiedades de las contribuciones perturbativas de orden
superior.
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4.2.1. Resultados perturbativos
El (valor esperado del) loop de Polyakov se define como
L(T ) =
〈
1
Nc
trc T
(
eig
∫ 1/T
0
dx0A0(~x,x0)
)〉
, (4.1)
donde 〈 〉 indica valor esperado en el vac´ıo, trc es la traza de color (en representacio´n
fundamental), y T indica ordenacio´n a lo largo del camino de integracio´n. A0 es la com-
ponente temporal del campo gluo´nico (en tiempo eucl´ıdeo). El campo gauge A0(x) es un
elemento del a´lgebra de Lie de SU(Nc), y puede ser representado como A0 =
∑
a TaA0,a,
donde Ta son los generadores hermı´ticos del a´lgebra de Lie de SU(Nc) en la representacio´n
fundamental. En lo sucesivo consideraremos la normalizacio´n esta´ndar tr(TaTb) = δab/2.
Al ser un operador compuesto, el loop de Polyakov es subceptible de ser renormalizado.
En refs. [84, 85, 86, 87] se estudia la renormalizabilidad del loop de Polyakov en el contexto
de teor´ıa de perturbaciones, donde se muestra el hecho de que se puede renormalizar
perturbativamente, sin mezcla con otros operadores. El ca´lculo perturbativo de L(T ) en
gluodina´mica pura a temperaturas altas fue realizado a comienzos de los an˜os ochenta
por Gava y Jengo [23]. Tras incluir efectos de polarizacio´n de vac´ıo a temperatura finita
a trave´s de la insercio´n de la masa de Debye, el te´rmino de orden ma´s bajo resulta ser el
O(g3), en lugar del que en un principio cabr´ıa esperar O(g2). Este ca´lculo se hizo en el
gauge de Landau hasta NLO (O(g4)). El resulado es
L(T ) = 1 +
1
16π
N2c − 1
Nc
g2
mD
T
+
N2c − 1
32π2
g4
(
log
mD
2T
+
3
4
)
+O(g5) . (4.2)
Este resultado es muy antiguo, y hoy en d´ıa no se dispone de ca´lculos a o´rdenes superiores.
La masa de Debye mD controla el apantallamiento de los modos cromoele´ctricos en el
plasma, y a un loop se escribe [63]
mD = gT (Nc/3 +Nf/6)
1/2 . (4.3)
La dependencia en temperatura de la constante de acoplamiento g se obtiene del ana´lisis
esta´ndar del grupo de renormalizacio´n, y es de esperar que (4.2) constituya una buena
aproximacio´n a temperatura suficientemente alta. Notemos que L(T ) se hace mayor que 1,
lo cual implica que el loop de Polyakov renormalizado no es una matriz unimodular.
4.2.2. Reduccio´n dimensional
En la seccio´n 3.6 se obtuvo la accio´n de la teor´ıa efectiva dimensionalmente reducida
de QCD a un loop y en el gauge de Landau. Esta teor´ıa queda descrita por la accio´n
tridimensional
∫
d3xL3(~x) [44, 55, 65, 66], donde
TL3(~x) = m2Dtr(A20) +
g4(µ)
4π2
(tr(A20))
2 +
g4(µ)
12π2
(Nc −Nf)tr(A40)
+
g2(µ)
g2E(T )
tr([Di, A0]
2) +
g2(µ)
g2M(T )
1
2
tr(F 2ij) + TδL3 . (4.4)
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g(µ) es la constante de acoplamiento de QCD en el esquema MS (usada tambie´n en la
fo´rmula del loop de Polyakov (4.2) y en la masa de Debye (4.3))
1
g2(µ)
= 2β0 log(µ/ΛMS) , β0 = (11Nc/3− 2Nf/3)/(4π)2 (4.5)
y las constantes de acoplamiento cromoele´ctricas y cromomagne´ticas vienen dadas por
ec. (3.89). El te´rmino restante δL3 es no renormalizable y contiene operadores de dimen-
sio´n 6 o mayores (ver ec. (3.94)). Adema´s existen te´rminos que contribuyen ma´s alla´ de
un loop y te´rminos constantes (indenpendientes de los campos) que son relevantes para el
ca´lculo de la presio´n.
Para obtener el loop de Polyakov a orden ma´s bajo necesitaremos u´nicamente los te´rmi-
nos de masa y de energ´ıa cine´tica del campo A0 (te´rminos primero y cuarto respectivamente
en ec. (4.4)). Para simplificar la notacio´n, en el resto del cap´ıtulo trabajaremos con un cam-
po A0 reescalado
A0(~x) =
g(µ)
gE(T )
AMS0 (~x) , (4.6)
donde AMS0 es el campo gluo´nico que aparece en fo´rmulas previas. A todos los efectos, el uso
de la masa de Debye y la fo´rmula del loop de Polyakov ec. (4.1) que depende del producto
de gA0, es equivalente al uso del nuevo campo A0 junto con gE(T ) como constante de
acoplamiento. A partir de ahora denotaremos esta constante como g(T ) o simplemente g,
L3(~x) = m
2
D
T
tr(A20) +
1
T
tr([Di, A0]
2) + · · · , (4.7)
1
g2(T )
= 2β0 log(T/ΛE) ,
con
ΛE =
ΛMS
4π
exp
(
γE − Nc + 8Nf(log 2− 1/4)
22Nc − 4Nf
)
. (4.8)
En el ca´lculo de la presio´n de QCD se puede fijar el gauge de cualquier forma para
integrar los modos no estacionarios. Por esta razo´n se suelen utilizar los gauges covariantes,
pues los ca´lculos resultan ma´s fa´ciles en estos gauges. Para el loop de Polyakov la situacio´n
es diferente, pues los gauges esta´ticos resultan ma´s convenientes [63]. Tal y como se muestra
en el ape´ndice A, un gauge esta´tico es aquel en el que ∂0A0 = 0, y no implica pe´rdida de
generalidad ya que este gauge siempre existe. En el gauge esta´tico la ec. (4.1) se escribe
L(T ) =
1
Nc
〈
tr eigA0(~x)/T
〉
. (4.9)
Notar que L u´nicamente depende de los modos estacionarios de A0, de modo que si integra-
mos los modos no estacionarios no existira´ pe´rdida de informacio´n en el loop de Polyakov.
El modo estacionario A0(~x) coincide con el logaritmo de loop de Polyakov u´nicamente en el
gauge esta´tico. Por desgracia, el resultado perturbativo de L3(~x), ec. (4.7), so´lo se conoce
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en los gauges covariantes. Por tanto, en un gauge covariante la accio´n efectiva de los modos
estacionarios resulta insuficiente para obtener los valores esperados del loop de Polyakov.
El uso del modo estacionario en (4.9) equivale a eliminar el operador de ordenacio´n a lo
largo del camino de integracio´n T en la definicio´n del loop de Polyakov (4.1), dando lugar
a una dependencia en el gauge. No obstante, como mostraremos en la subseccio´n siguiente,
la dependencia en el gauge u´nicamente afectara´ ma´s alla´ de NLO, y seremos capaces de
reproducir los dos te´rminos de (4.2) mediante el uso de las fo´rmulas de [60] para la densidad
de energ´ıa de vac´ıo.
Si hacemos un desarrollo en serie de L(T ) en ec. (4.9), se obtiene
L(T ) = 1− g
2
2T 2
1
Nc
〈tr(A20)〉+
g4
24T 4
1
Nc
〈tr(A40)〉+ · · · . (4.10)
En esta fo´rmula hemos usado que tr(A0) es cero. Es de esperar que el resto de o´rdenes
impares en el campo gluo´nico se anulen debido a la simetr´ıa de conjugacio´n de QCD,
Aµ(x)→ −ATµ (x). La contribucio´n de orden ma´s bajo 〈tr(A20)〉 tiene dimensiones de masa
al cuadrado, de modo que esta contribucio´n no existir´ıa en un ca´lculo a temperatura cero. A
temperatura finita debe de escalar como T 2 (mo´dulo correcciones radiativas con una de´bil
dependencia en T , que incluyen el running de la constante de acoplamiento y dimensiones
ano´malas).
Sea D00(~k)δab la componente temporal del propagador en espacio de momentos para
los campos gauge normalizados cano´nicamente T−1/2A0,a(~x). Integrando el propagador
obtenemos el valor esperado de los campos
〈A20,a〉 = (N2c − 1)T
∫
d3k
(2π)3
D00(~k) . (4.11)
A orden ma´s bajo en teor´ıa de perturbaciones, el propagador se escribe
DPert00 (
~k) =
1
~k2 +m2D
. (4.12)
Si introducimos (4.12) en (4.11) obtenemos la contribucio´n perturbativa de orden ma´s bajo
para el condensado gluo´nico de dimensio´n dos (hacemos uso de las reglas de regularizacio´n
dimensional)
〈A20,a〉Pert = −(N2c − 1)
TmD
4π
. (4.13)
Este resultado introducido en ec. (4.10) (y usando que tr(A20) = A
2
0,a/2) reproduce el valor
perturbativo de L(T ) hasta orden O(g3).
En la figura 4.1 se compara el valor perturbativo de L(T ) en ec. (4.2) con datos del
ret´ıculo obtenidos recientemente en gluodina´mica pura y Nc = 3 [21]. Podemos observar
que en la regio´n de temperatura alta, T pro´ximo a 6Tc, los valores del ret´ıculo para L(T )
son mayores que 1, tal y como predice el ca´lculo perturbativo. Adema´s el valor nume´rico
en esta regio´n es consistente con teor´ıa de perturbaciones. Este acuerdo desaparece ra´pi-
damente a medida que nos aproximamos a la temperatura cr´ıtica: los datos del ret´ıculo
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Figura 4.1: Dependencia en temperatura del loop de Polyakov renormalizado en gluo-
dina´mica (Nc = 3). Los datos en el ret´ıculo son de ref. [21]. Para comparar, se muestran
los resultados perturbativos LO y NLO de ec. (4.2). La curva es un ajuste del para´metro
b en ec. (4.32) con los datos del ret´ıculo.
decrecen hasta producir una transicio´n de fase (en este caso de primer orden), mientras
que la curva perturbativa crece ligeramente. Como es de esperar, el resultado perturbativo
es lentamente variable con la temperatura, pues esta variacio´n procede de correcciones
radiativas logar´ıtmicas.
4.2.3. Resultados perturbativos a o´rdenes superiores
En la seccio´n (4.2.2) discutimos la te´cnica de reduccio´n dimensional y llegamos a obtener
el valor perturbativo de L(T ) a orden ma´s bajo en teor´ıa de perturbaciones O(g3). En este
apartado vamos a hacer una discusio´n de las contribuciones de o´rdenes superiores al loop
de Polyakov.
El lagrangiano renormalizable tridimensional tiene la siguiente estructura
Lren3 (~x) =
1
2
tr(F 2ij) + tr([Di,A0]2) +m23tr(A20) + λ1(tr(A20))2 + λ2tr(A40) ,
Di = ∂i − ig3Ai . (4.14)
con Aµ ∼ T−1/2Aµ, m3 ∼ gT , g3 ∼ T 1/2g, y λ1 ∼ λ2 ∼ g4T . Para Nc = 2 y Nc = 3 el
te´rmino λ2 es redundante y podemos considerar λ2 = 0.
La densidad de energ´ıa de vac´ıo de esta teor´ıa, ǫ(g3, m3, λ1), ha sido calculada hasta cua-
tro loops en [60], con g3,m3 y λ1 como para´metros independientes. Esto permite calcular los
condensados 〈A20〉 y 〈A40〉 tomando derivadas de ǫ con respecto a m23 y λ1 respectivamente,
lo cual va a permitir obtener sucesivos o´rdenes perturbativos del loop de Polyakov mediante
ec. (4.10).
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La estructura general de la densidad de energ´ıa de vac´ıo es [60]
ǫ(g3, m3, λ1) =
∑
ℓ≥1
ℓ−1∑
k=0
fℓkm
4−ℓ
3 g
2k
3 λ
ℓ−k−1
1 , (4.15)
donde ℓ indica el nu´mero de loops y los coeficientes fℓk dependen logar´ıtmicamente de m3.
Para las magnitudes que aparecen en (4.10) se tiene
g2
T 2
〈tr(A20)〉 ∼
g2
T
∂ǫ(g3, m3, λ1)
∂m23
∼
∑
ℓ≥1
3ℓ∑
n=ℓ+2
gn ,
g4
T 4
〈tr(A40)〉 ∼
g4
T 2
∂ǫ(g3, m3, λ1)
∂λ1
∼
∑
ℓ≥2
3ℓ∑
n=ℓ+4
gn . (4.16)
Teniendo en cuenta que en ref. [60] se calcula la densidad de energ´ıa de vac´ıo hasta 4 loops,
la primera contribucio´n a L(T ) que no se tendr´ıa en cuenta ser´ıa O(g7), correspondiente
a ℓ = 5 en el te´rmino 〈tr(A20)〉. La contribucio´n de orden ma´s bajo de 〈tr(A40)〉 a 5 loops
es O(g9), y la primera contribucio´n de 〈tr(A60)〉, no disponible en el ca´lculo, comenzar´ıa
en O(g9) a 3 loops. Esto quiere decir que en principio, con el resultado de [60] se podr´ıa
extender el resultado perturbativo de L(T ) hasta O(g6). Desafortunadamente las relaciones
que conectan los para´metros de la teor´ıa dimensionalmente reducida m3, g3 y λ1 con los
correspondientes de QCD en cuatro dimensiones solamente se conocen en gauges covarian-
tes, para los cuales la relacio´n (4.9) no se cumple. En particular, la razo´n g(µ)/gE(T ) tiene
una dependencia en el gauge que comienza en O(g2) para las contribuciones de dos loops,
lo cual dar´ıa lugar a una dependencia en el gauge a O(g5) en L(T ).
Deber´ıamos estudiar asimismo la contribucio´n de los te´rminos no renormalizables δL3.
Los te´rminos de orden ma´s bajo de ese tipo son [44, 55]
δL3 = g
2
T 2
tr([Di, Fµν ]
2) +
g3
T 3/2
tr(F 3µν) +
g4
T
tr(A20F
2
µν) . (4.17)
Si tenemos en cuenta la relacio´n efectiva Di ∼ gT , el primer te´rmino corresponde a una
correccio´n O(g4) en la energ´ıa cine´tica, de modo que comenzara´ a contribuir a O(g7) como
una correccio´n del LO en L(T ). Los otros te´rminos son de orden superior.
Teniendo en cuenta las relaciones (4.16) y la ecuacio´n (4.10), reproducimos el te´rmino de
orden O(g4) que aparece en el resultado de Gava y Jengo, ec. (4.2). Encontramos asimismo
la siguiente contribucio´n de orden O(g5) en L(T )
O(g5) = (N
2
c − 1)g4TmD
384π3
[
− m
2
D
(gT )2
(9Q+ 3cm + 4Nf + 2Nc(6ζ − 7))
+
N2c
4
(89 + 4π2 − 44 log 2)
]
, (4.18)
donde
Q =
22
3
Nc log
µ
µT
− 4
3
Nf log
4µ
µT
, cm =
10N2c + 2N
2
f + 9Nf/Nc
6Nc + 3Nf
, (4.19)
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y µT = 4πe
−γET es la escala te´rmica esta´ndar que surge en la reduccio´n dimensional
perturbativa en el esquema MS. mD viene dada por ec. (4.3). ζ es un para´metro que
depende del gauge.
Si bien los te´rminos O(g5)+O(g6) tienen una dependencia en el gauge, nume´ricamente
se observa que no producen una contribucio´n sustancial a L(T ), pues son cualitativamente
y cuantitativamente similares a los obtenidos en [23]. Nuevamente la naturaleza radiativa
de estos te´rminos perturbativos produce una dependencia logar´ıtmica en temperatura que
es muy plana.
Encontramos que teor´ıa de perturbaciones resulta ser incapaz de explicar el comporta-
miento que se observa en el ret´ıculo del loop de Polyakov en el re´gimen Tc < T < 6Tc (ver
figura 4.1), y este hecho refuerza la necesidad de incluir en el ca´lculo efectos no perturba-
tivos.
4.2.4. Ansatz gaussiano
Con objeto de simplificar el tratamiento, consideraremos que en la fase de desconfi-
namiento el campo A0(~x) se encuentra suficientemente bien descrito por una distribucio´n
gaussiana. En este caso, todos los valores esperados conexos de A0 ma´s alla´ de 〈A20〉 se
anulan, y haciendo uso del desarrollo esta´ndar en cumulantes, se encuentra
L = exp
[
−g
2〈A20,a〉
4NcT 2
]
(4.20)
de modo que2
〈A20,a〉Pert = −
N2c − 1
4π
mDT − Nc(N
2
c − 1)
8π2
g2T 2
(
log
mD
2T
+
3
4
)
+O(g3) . (4.21)
De (4.16) se observa que la contribucio´n a L(T ) proveniente de 〈A40〉 comienza en O(g6), de
modo que el ansatz gaussiano sera´ va´lido hasta orden O(g5) a temperatura suficientemente
alta, donde la teor´ıa se convierte en de´bilmente interactuante debido a la propiedad de
libertad asinto´tica. Es exacto en el l´ımite de Nc grande ya que los valores esperados conexos
de o´rdenes mayores se encuentran suprimidos por potencias de 1/Nc. A
2
0,a escala como
N2c − 1, de modo que L tiene un l´ımite bien definido para Nc → ∞, con la prescripcio´n
esta´ndar de mantener fijo g2Nc.
Los ca´lculos en el ret´ıculo muestran una distribucio´n gaussiana para el loop de Polyakov
[88]. El ansatz gaussiano es equivalente a desarrollar la exponencial en ec. (4.9), promediar
sobre grados de libertad de color y finalmente hacer uso de la hipo´tesis de saturacio´n de
vac´ıo (〈A2k0 〉 = (2k − 1)!!〈A20〉k), usada habitualmente en las reglas de suma de QCD a
temperatura cero. En este contexto el loop de Wilson fue discutido en ref. [89] mediante el
uso del condensado gluo´nico esta´ndar de dimensio´n 4, dando como resultado un te´rmino
2Esta fo´rmula es va´lida tambie´n para la teor´ıa unquenched, puesto que hasta este orden Nf u´nicamente
aparece a trave´s de la masa de Debye.
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proporcional al cuadrado del a´rea del contorno para contornos pequen˜os. El problema fue
discutido nuevamente en ref. [90] en el contexto de condensados de dimensio´n 2, dando lugar
a una ley proporcional al a´rea. Esto se muestra de acuerdo con la observacio´n de ref. [75] de
que los condensados de dimensio´n 2 podr´ıan considerarse de manera efectiva como masas
gluo´nicas taquio´nicas, lo cual proporciona el comportamiento a cortas distancias de las
fuerzas que son confinantes a distancias grandes.
4.3. Contribuciones no perturbativas en el loop de
Polyakov
En la seccio´n 4.2 de este cap´ıtulo hemos hecho un estudio de las contribuciones pertur-
bativas para el loop de Polyakov, y encontramos que teor´ıa de perturbaciones reproduce
u´nicamente los datos del ret´ıculo a temperaturas suficientemente altas (T ∼ 6Tc). Este
hecho aparece ilustrado en la figura 4.1.
Nuestra motivacio´n para dar cuenta de las contribuciones no perturbativas puede en-
tenderse bien si se muestra la analog´ıa que existe con el potencial quark-antiquark a tem-
peratura cero en QCD quenched. Este potencial se puede obtener a partir de la funcio´n
de correlacio´n de dos l´ıneas de Wilson. El re´gimen perturbativo del potencial Vq¯q(r) es el
correspondiente a separaciones pequen˜as, donde el potencial es aproximadamente coulom-
biano. Para separaciones del orden de 1/ΛQCD (no existe otra escala en gluodina´mica) surge
un te´rmino lineal confinante que comienza a ser dominante [81]. Estas dos contribuciones
del potencial evolucionan bajo el grupo de renormalizacio´n siguiendo una ley logar´ıtmica.
Por tanto, mo´dulo correcciones radiativas, rVq¯q(r) esta´ formado por una parte perturbativa
que es constante y por un te´rmino del tipo ΛQCD r
2 que es no perturbativo. De manera
ana´loga, a temperaturas grandes podemos considerar el comportamiento de la magnitud
adimensional 〈tr(A20)〉/T 2, que tambie´n esta´ directamente relacionada con la funcio´n de
correlacio´n de dos l´ıneas de Wilson te´rmicas. El ana´logo de la escala r en el caso anterior
es aqu´ı la escala 1/T , y por suspuesto para T grande la magnitud 〈tr(A20)〉/T 2 es perturba-
tiva y plana (mo´dulo una dependencia logar´ıtmica). A temperaturas no tan grandes habr´ıa
que considerar la posibilidad de que surjan te´rminos no perturbativos en potencias del tipo
Λ2QCD/T
2.
Con objeto de dar cuenta de contribuciones no perturbativas provenientes de conden-
sados gluo´nicos, consideraremos en el propagador D00(~k) nuevos te´rminos fenomenolo´gicos
con para´metros dimensionales positivos. En concreto
D00(~k) = D
Pert
00 (
~k) +DNo Pert00 (
~k) , (4.22)
con el te´rmino no perturbativo
DNo Pert00 (
~k) =
m2G
(~k2 +m2D)
2
. (4.23)
Este ansatz es equivalente al que se realiza a temperatura cero en presencia de condensados
[74, 75]. Si introducimos ec. (4.23) en ec. (4.11), podemos ver que este te´rmino nuevo genera
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una contribucio´n no perturbativa para el condensado:
〈A20,a〉No Pert =
(N2c − 1)Tm2G
8πmD
. (4.24)
Si suponemos que el para´metro mG es independiente de la temperatura (salvo correcciones
radiativas), el condensado sera´ asimismo T-independiente (mo´dulo esas mismas correccio-
nes radiativas). En te´rminos del condensado, la contribucio´n no perturbativa al propagador
se escribe
DNo Pert00 (
~k) =
8π
N2c − 1
mD
T
〈A20,a〉No Pert
(~k2 +m2D)
2
. (4.25)
Notar que un condensado positivo 〈A20,a〉No Pert indica lo que ser´ıa una masa gluo´nica ta-
quio´nica −m2G, al igual que en ref. [75].
Si hacemos uso del ansatz gaussiano, ec. (4.20), y sumamos las contribuciones pertur-
bativa y no perturbativa de 〈A20,a〉, se obtiene
− 2 logL = g
2〈A20,a〉Pert
2NcT 2
+
g2〈A20,a〉No Pert
2NcT 2
. (4.26)
El hecho de que 〈A20,a〉Pert escale como T 2 mientras que 〈A20,a〉No Pert sea independiente de
la temperatura (mo´dulo correcciones radiativas), sugiere que la fo´rmula anterior se pueda
reescribir de la siguiente forma
− 2 logL = a + b
(
Tc
T
)2
, (4.27)
donde se espera que los para´metros a y b tengan una dependencia de´bil en temperatura.
Esta fo´rmula muestra que la contribucio´n no perturbativa da lugar a una dependencia
en temperatura que sigue una ley de potencia, la cual no esta´ presente en los ca´lculos
perturbativos.
4.4. Comparacio´n con datos del ret´ıculo
Recientemente se han desarrollado diferentes me´todos para renormalizar el loop de
Polyakov en el ret´ıculo. Por supuesto, estos ca´lculos son completamente no perturbativos.
Uno de los procedimientos de renormalizacio´n se basa en el ca´lculo de funciones de corre-
lacio´n singlete y octete a temperatura finita de una pareja de quark y antiquark pesados [21,
22]
e−F1(~x,T )/T+C(T ) =
1
Nc
〈TrΩdesn(~x) Ω†desn(0)〉 , (4.28)
e−F8(~x,T )/T+C(T ) =
1
N2c − 1
〈TrΩdesn(~x) TrΩ†desn(0)〉 − 1
Nc(N2c − 1)
〈TrΩdesn(~x) Ω†desn(0)〉 .
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Figura 4.2: Logaritmo del loop de Polyakov renormalizado en gluodina´mica (Nc = 3) frente
al cuadrado de la inversa de la temperatura en unidades de la temperatura de transicio´n
de fase. Los datos del ret´ıculo son de ref. [21]. En los ajustes se usa ec. (4.27) con a y b
como para´metros libres, y datos del ret´ıculo por encima de 1,03 Tc para Nτ = 4 y Nτ = 8.
Para comparar, se muestran los resultados perturbativos LO y NLO para Nf = 0.
En estas fo´rmulas Ωdesn(~x) indica el operador loop de Polyakov desnudo (sin renormalizar)
localizado en el punto ~x. Los dos loops de Polyakov se renormalizan mediante la extraccio´n
de la autoenerg´ıa del quark (que es dependiente de T , pero independiente de la separacio´n),
de tal modo que se reproduzca a pequen˜as distancias el potencial quark-antiquark esta´ndar
a temperatura cero. El valor esperado del loop de Polyakov se obtiene considerando en las
fo´rmulas anteriores el l´ımite de separacio´n grande. Si ΩR(~x) denota el loop de Polyakov
renormalizado en el punto ~x,
1
Nc
〈TrΩR(~x) Ω†R(0)〉 =
1
Nc
e−C(T )〈TrΩdesn(~x) Ω†desn(0)〉 = e−F1(r,T )/T −→
r→∞
L2(T ) . (4.29)
Tal y como muestran los autores de [21], existe una ambigu¨edad en su procedimiento,
que corresponde a an˜adir una constante al potencial quark-antiquark a temperatura cero.
Esta ambigu¨edad se traduce en una ambigu¨edad aditiva en F1(r, T ) en ec. (4.29), lo cual
conducir´ıa a un te´rmino del tipo 1/T en log(L(T )). Para eliminar esta ambigu¨edad los
autores han adoptado la prescripcio´n de Cornell, que consiste en elegir v1 = 0 en Vq¯q(r) ∼
v0/r + v1 + v2r.
4.4.1. Resultados en gluodina´mica
En ref. [21] se hace un estudio del loop de Polyakov renormalizado, siguiendo el me´todo
sen˜alado anteriormente, para gluodina´mica pura y Nc = 3. Motivado por el resultado de
nuestro modelo, ec. (4.27), en la figura 4.2 mostramos los datos en el ret´ıculo de −2 logL(T )
82 Cap´ıtulo 4: Efectos no perturbativos por encima de la transicio´n de fase
frente a (Tc/T )
2. Se observa que los datos presentan un comportamiento pra´cticamente
lineal. Este patro´n es claramente diferente del que predice teor´ıa de perturbaciones, que
es mucho ma´s plano, y muestra de manera inequ´ıvoca la existencia de la correccio´n en
potencias de temperatura t´ıpica de un condensado de dimensio´n 2.
Si identificamos (4.27) con (4.26) obtenemos las siguientes relaciones:
a = − 1
8π
N2c − 1
Nc
g2
mD
T
− N
2
c − 1
16π2
g4
(
log
mD
2T
+
3
4
)
+O(g5) , (4.30)
g2〈A20,a〉No Pert = 2NcT 2c b . (4.31)
Haremos un primer ajuste de los datos del ret´ıculo considerando para a el valor que predice
teor´ıa de perturbaciones a NLO (4.30), y dejando b como para´metro libre
− 2 logL = aNLO + b
(
Tc
T
)2
. (4.32)
El resultado se muestra en la tabla 4.1.
Nτ b g
2〈A20,a〉No Pert (GeV)2 χ2/DOF
4 2.20(6) (0,98(2))2 0.75
8 2.14(4) (0,97(1))2 1.43
Cuadro 4.1: Resultado del ajuste con ec. (4.32) de los datos en el ret´ıculo del loop de
Polyakov renormalizado en gluodina´mica [21]. Se han incluido datos por encima de 1,03 Tc.
El valor del condensado se ha obtenido a partir de b y la ecuacio´n (4.31).
En el ajuste hemos incluido datos del ret´ıculo para temperaturas por encima de 1,03 Tc.
Hacemos uso de Tc/ΛMS = 1,14(4) [81, 91], y Tc = 270(2) MeV [91]. En el resto de esta
seccio´n usaremos la constante de acoplamiento que se obtiene de la funcio´n beta hasta tres
loops y ΛE de ec. (4.8) como para´metro de escala. Si suponemos que la diferencia entre
los dos resultados del ret´ıculo (Nτ = 4 y Nτ = 8) es debida u´nicamente a efectos de cutoff
finito, y consideramos que el efecto principal va como 1/Nτ , encontramos como estimacio´n
para g2〈A20,a〉No Pert en el l´ımite del continuo (0,95(4)GeV)2.
Hemos considerado tambie´n un segundo ajuste de los datos del ret´ıculo considerando a
y b para´metros libres. El resultado se muestra en la tabla 4.2.
Nτ a b g
2〈A20,a〉No Pert (GeV)2 χ2/DOF
4 -0.27(5) 1.81(13) (0,89(3))2 1.07
8 -0.23(1) 1.72(5) (0,87(2))2 0.45
Cuadro 4.2: Igual que tabla 4.1, con a y b como para´metros libres.
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Los valores de χ2/DOF son ligeramente mejores que los correspondientes al ajuste con
aNLO, y los valores del condensado son un poco ma´s pequen˜os que antes. La correspondiente
estimacio´n del l´ımite del continuo es g2〈A20,a〉No Pert = (0,84(6)GeV)2.
La identificacio´n de a con el resultado perturbativo debe de funcionar mejor a tempera-
turas grandes. De ec. (4.30) se obtiene para la temperatura ma´s alta 6 Tc
aNLO = −0,22(1) (T = 6 Tc) , (4.33)
lo cual muestra un acuerdo razonable con los valores ajustados. Notar que las correcciones
no perturbativas en potencias de T contribuyen poco a esta temperatura (∼ 20%). Se
puede concluir que el resultado perturbativo NLO evoluciona a temperaturas pequen˜as
ma´s ra´pidamente de lo que sugiere el ajuste. Ser´ıa interesante tener en cuenta correcciones
logar´ıtmicas al valor del condensado y quiza´s ciertas correcciones de dimensio´n ano´mala
para e´ste. Sin embargo, los datos actuales del ret´ıculo no permiten una extraccio´n limpia
de esos detalles.
En un intento por determinar una posible correccio´n de tipo 1/T 4, hemos considerado
en ec. (4.27) el te´rmino extra c(Tc/T )
4. El resultado del ajuste de los datos del ret´ıculo
para Nτ = 8 se muestra en la tabla 4.3.
Nτ a b c χ
2/DOF
8 aNLO 2.18(20) -0.04±0.24 1.89
8 -0.22(2) 1.61(24) 0.13±0.28 0.42
Cuadro 4.3: Resultado del ajuste de los datos del ret´ıculo del loop de Polyakov renorma-
lizado en gluodina´mica [21], con ec. (4.27) y un te´rmino extra c(Tc/T )
4. En la primera fila
se han tomado b y c como para´metros libres, y se considera para a el valor perturbativo a
NLO, ec. (4.30). En la segunda fila se toman a, b y c como para´metros libres.
El valor de c es compatible con cero en los dos casos, y los errores se superponen
con los valores centrales de a y b (Nτ = 8), en tab. 4.1 y tab. 4.2 respectivamente. Es
necesario disponer de datos ma´s precisos con objeto de identificar posibles contribuciones
de condensados de dimensio´n 4.
Un ajuste de los datos excluye por completo la existencia de un te´rmino del tipo 1/T en
log(L(T )). Este te´rmino no tiene base teo´rica, pues no existe un condensado de dimensio´n
uno. La ausencia de este te´rmino en los datos se debe a que los autores han adoptado la
prescripcio´n de Cornell para el potencial quark-antiquark.
4.4.2. Resultados unquenched
El loop de Polyakov renormalizado ha sido calculado tambie´n en ref. [22] en el caso
unquenched para QCD con dos sabores, siguiendo el me´todo explicado al comienzo de
la seccio´n 4.4. En la figura 4.3 mostramos estos datos para Nτ = 4. En este caso, los
datos siguen un comportamiento pra´cticamente lineal para temperaturas por encima de
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Figura 4.3: Logaritmo del loop de Polyakov renormalizado en QCD unquenched con dos
sabores frente al cuadrado de la inversa de la temperatura en unidades de la temperatura
de transicio´n de fase. Los datos del ret´ıculo son de ref. [22]. En los ajustes se usa ec. (4.27)
con a y b como para´metros libres, y datos del ret´ıculo por encima de 1,15 Tc para Nτ = 4.
Para comparar, se muestran los resultados perturbativos LO y NLO para Nf = 2.
1,15 Tc. Cerca de la temperatura de transicio´n los datos comienzan a salirse del patro´n de
la ec. (4.27), lo cual es sen˜al de que se hace necesaria una descripcio´n ma´s rica a medida
que nos aproximamos a la transicio´n de fase.
En la tabla 4.4 se muestran los resultados del ajuste de los datos del ret´ıculo para
T > 1,15 Tc.
Nτ a b g
2〈A20,a〉No Pert (GeV)2 χ2/DOF
4 aNLO 2.99(12) (0,86(2))2 1.87
4 -0.31(6) 2.19(13) (0,73(3))2 0.25
Cuadro 4.4: Resultado del ajuste con ec. (4.27) de los datos en el ret´ıculo del loop de
Polyakov renormalizado en QCD con dos sabores [22]. Se han incluido datos por encima de
1,15 Tc. En la primera fila se ha tomado b como para´metro libre, y se considera para a el
valor perturbativo a NLO, ec. (4.30). En la segunda fila se toman a y b como para´metros
libres.
Hemos usado Tc/ΛMS = 0,77(9), con Tc = 202(4) MeV [92] y ΛMS = 261(31) MeV [93].
En el ajuste hemos considerado el mismo peso para todos los puntos, y el valor de χ2
corresponde a un error representativo de ±0,05 en 2 log(L(T )) (similar al caso quenched).
Al igual que en el caso quenched, el valor de a es consistente con el valor perturbativo
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a temperatura grande
aNLO = −0,35(2) (T = 6 Tc) . (4.34)
La pe´rdida del patro´n lineal para temperaturas por debajo de 1,15 Tc no se explica
convenientemente si consideramos nuevos condensados de dimensio´n mayor. En efecto,
hemos sido incapaces de extraer de los datos un condensado de dimensio´n 4. En la tabla 4.5
se muestra el resultado del ajuste para T > 1,0 Tc al considerar en ec. (4.32) el te´rmino
extra c(Tc/T )
4.
Nτ a b c χ
2/DOF
4 aNLO 2.44(21) 1.07(19) 12.8
Cuadro 4.5: Ajuste de los datos en el ret´ıculo del loop de Polyakov renormalizado en QCD
con dos sabores [22], con ec. (4.27) y un te´rmino extra c(Tc/T )
4. Se han incluido datos por
encima de 1,0 Tc.
El ajuste no es bueno, y la gran correlacio´n que encontramos entre b y c hace que no
se pueda extraer informacio´n fiable de este nuevo para´metro.
4.4.3. Otros resultados quenched
Recientemente ha aparecido en la literatura un me´todo alternativo para renormalizar
el loop de Polyakov en el ret´ıculo. En ref. [94] los autores consideran loops de Polyakov
aislados en gluodina´mica pura, y hacen una renormalizacio´n multiplicativa mediante la
extraccio´n de la autoenerg´ıa del quark. Si PR(~x) denota el loop de Polyakov renormalizado
en una representacio´n irreducible arbitraria R en el punto ~x, se tiene3
〈PR(~x)〉 = 1ZR 〈P
desn(~x)〉 , ZR = exp
(
−m
div
R
T
)
, (4.35)
donde se ha dividido por una constante de renormalizacio´n apropiada ZR. Pden(~x) indica el
operador loop de Polyakov desnudo. E´ste es un tipo esta´ndar de renormalizacio´n de masa,
si bien aqu´ı se debe tener en cuenta que, puesto que la l´ınea de Wilson es un operador
no local, la constante de renormalizacio´n dependera´ de la longitud del camino: en general,
para un camino de longitud ℓ se tiene ZR = exp(−mdivR ℓ).
El problema principal reside en co´mo determinar las masas divergentes de un modo
no perturbativo. En un espacio-tiempo de cuatro dimensiones la masa divergente para un
quark test mdivR es lineal con el cutoff ultravioleta, el cual es proporcional al inverso del
espaciado del ret´ıculo, a, esto es:
mdivR ∼
1
a
. (4.36)
3En nuestra notacio´n PR(~x) = 1NcTrΩR(~x) .
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Figura 4.4: Logaritmo de loop de Polyakov renormalizado en gluodina´mica (Nc = 3) frente
al cuadrado de la inversa de la temperatura en unidades de la temperatura de transicio´n
de fase. Los datos del ret´ıculo son de refs. [21] y [94]. Los ajustes usan ec. (4.27) con a y b
como para´metros libres para [21], y ec. (4.39) con a como para´metro libre para [94].
Los autores consideran diferentes ret´ıculos, todos a la misma temperatura f´ısica T , pero
con diferentes valores del espaciado a. Puesto que el nu´mero de puntos en la direccio´n
temporal Nτ = 1/(aT ) es diferente en estos ret´ıculos, obtienen la masa divergente am
div
R
mediante comparacio´n de los valores del loop de Polyakov desnudo en los diversos ret´ıculos.
Siguiendo este me´todo, los autores de [94] calculan el loop de Polyakov renormalizado
en varias representaciones de SU(3). Nuestro intere´s se centra en la representacio´n fun-
damental, y cuando comparamos con los datos de [21] encontramos que ambos resultados
difieren cualitativamente, principalmente para temperaturas por encima de 1,3 Tc. En la
figura 4.4 se muestran los dos conjuntos de datos.
El origen de la discrepancia entre ambos resultados no esta´ del todo claro, aunque los
autores de [94] no excluyen la posibilidad de que se deba a efectos del espaciado finito del
ret´ıculo, que no hayan sido tenidos en cuenta de manera conveniente.
Existen varias razones para pensar que los resultados de [21] son ma´s fiables. Por una
parte este me´todo resulta te´cnicamente ma´s simple y susceptible de ser comprobado. Los
autores pueden comprobar que a cortas distancias los dos loops de Polyakov reproducen
de una manera muy precisa el potencial quark-antiquark a temperatura cero como funcio´n
de r para todas las temperaturas. El contacto entre el potencial a temperatura cero y el
correspondiente a temperatura finita es casi total hasta una separacio´n r(T ), relacionada
con la masa de Debye, lo cual permite una determinacio´n muy precisa del contrate´rmino
C(T ) de ec. (4.29). Adema´s, el ca´lculo esta´ hecho para dos taman˜os diferentes del ret´ıculo,
Nτ = 4 y Nτ = 8 (tambie´n Nτ = 16 en [95]), y los resultados muestran una dependencia
muy pequen˜a en el cutoff, lo cual significa que el l´ımite del continuo ha sido alcanzado.
El me´todo de ref. [94] es te´cnicamente ma´s complicado, pues necesita comparar taman˜os
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diferentes del ret´ıculo a la misma temperatura f´ısica T . La extraccio´n del contrate´rmino es
asimismo ma´s compleja, pues el ana´logo de C(T ) en ec. (4.29) se escribe como una serie
en potencias de T con coeficientes que deben de ser ajustados con los datos del loop de
Polyakov desnudo. Por otra parte, desde el punto de vista del modelo que proponemos
en nuestro trabajo, esperamos que las correcciones no perturbativas sean despreciables a
las temperaturas ma´s altas de los dos datos del ret´ıculo, pero u´nicamente [21] parece ser
consistente con teor´ıa de perturbaciones [23] a esas temperaturas.
El me´todo de [94] renormaliza el logaritmo del loop de Polyakov siguiendo este esquema4
− logLdesn(T ) = fdivNτ + f ren + f latN−1τ , (4.37)
donde
Ldesn(T ) =
1
Nc
〈TrΩdesn(~x)〉 , L(T ) = 1
Nc
〈TrΩR(~x)〉 = e−fren . (4.38)
Podemos especular con esta fo´rmula suponiendo que los te´rminos que dependen del cutoff
no han sido extra´ıdos completamente en los datos, o bien que despue´s de haber sido ex-
tra´ıdos permanezcan te´rminos del mismo tipo a los extra´ıdos. En concreto, consideraremos
el siguiente patro´n de ajuste
− 2 logL = a + b
(
Tc
T
)2
+ δa−1
Tc
T
+ δa + δa1
T
Tc
. (4.39)
En la tabla 4.6 se muestran los resultados del ajuste de los datos del ret´ıculo (figura 8
de ref. [94]) para el loop de Polyakov en la representacio´n fundamental, en el re´gimen
1,3 Tc < T < 3,5 Tc.
a δa a+ δa b δa−1 δa1 χ2/DOF
aNLO 1.8 ± 1.8 − 1.4 ± 2.6 -1.0±3.8 -0.29±0.26 0.0349
− − 1.6 ± 1.8 1.3 ± 2.6 -1.4 ± 3.8 -0.28 ± 0.26 0.0350
Cuadro 4.6: Resultado del ajuste con ec. (4.39) de los datos en el ret´ıculo del loop de
Polyakov renormalizado en gluodina´mica [94]. En la primera fila se ha tomado para a el
valor aNLO de ec. (4.30), y en la segunda se ha considerado a como para´metro libre.
Un hecho alentador es que el valor del condensado parece ser compatible con el obtenido
en la seccio´n 4.4.1 a partir de los datos de ref. [21]. No obstante, esta especulacio´n no es
totalmente concluyente y ser´ıa deseable un acuerdo entre los resultados de ambos grupos
antes de sacar nuevas consecuencias.
4Nos vamos a limitar a analizar los datos correspondientes al loop de Polyakov en representacio´n
fundamental. En sec. 5.7 se discute el comportamiento del loop de Polyakov adjunto obtenido en el contexto
de modelos de quarks quirales a temperatura finita.
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4.4.4. Relacio´n con otras determinaciones del condensado
Si bien nuestra determinacio´n del condensado se ha hecho en el gauge esta´tico y a tem-
peratura finita, resulta tentador comparar con condensados a temperatura cero g2〈A2µ,a〉,
calculados en la literatura en quenched QCD y en el gauge de Landau. En la tabla 4.7
se muestran algunos valores de este condensado obtenidos recientemente por diferentes
procedimientos. El acuerdo entre ellos es aceptable.
Referencia g2〈A2µ,a〉 (GeV)2
Del propagador del gluo´n [77] (2,4± 0,6)2
Del ve´rtice sime´trico de tres gluones [77] (3,6± 1,2)2
De la cola del propagador del quark [78] (2,1± 0,1)2
De la cola del propagador del quark [79] (3,0− 3,4)2
Cuadro 4.7: Valores del condensado g2〈A2µ,a〉 a temperatura cero, en el gauge de Landau
en quenched QCD.
A temperatura cero todas las componentes de Lorentz contribuyen de igual forma,
lo cual sugiere un factor de conversio´n 4 al pasar de g2〈A2µ,a〉 a g2〈A20,a〉. Sin embargo, de
acuerdo con ref. [74], en el gauge de Landau el condensado total escala comoD−1, dondeD
es la dimensio´n del espacio eucl´ıdeo, lo cual sugiere un factor de conversio´n 3. En cualquier
caso, si tenemos en cuenta tanto las incertidumbres de los datos del ret´ıculo como las
teo´ricas, el acuerdo es significativo, pues estamos comparando resultados a temperaturas
y gauges diferentes.
Podemos comparar asimismo nuestro resultado para el condensado gluo´nico con ca´lculos
realizados a temperatura finita basados en el estudio de contribuciones no perturbativas
de la presio´n en gluodina´mica pura [80, 96]. Estos resultados conducen a
g2〈A20,a〉No Pert = (0,93(7) GeV)2 , (4.40)
en el gauge de Landau.5 Todos estos ana´lisis muestran un esquema coherente en su con-
junto.
4.5. Energ´ıa libre de un quark pesado
El potencial quark-antiquark a temperatura finita se puede obtener a partir de la funcio´n
de correlacio´n de dos loops de Polyakov separados. Como sabemos, si se toma el l´ımite de
separacio´n grande se obtiene el valor esperado del loop de Polyakov, ec. (4.29). En el l´ımite
de separacio´n pequen˜a los efectos te´rmicos son despreciables, y este potencial coincide con
el potencial quark-antiquark a temperatura cero.
5Este valor ha sido obtenido a partir de los datos del ret´ıculo de la figura 2 de ref. [80], y tambie´n de
la figura 1 de ref. [96], en la regio´n de temperaturas usada en nuestros ajustes de la seccio´n 4.4.1.
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Hasta ahora hemos aplicado nuestro modelo fenomenolo´gico de ecs. (4.22)-(4.23) para
dar cuenta de las correcciones no perturbativas en el loop de Polyakov. En esta seccio´n
aplicaremos este modelo para describir los datos del ret´ıculo de la energ´ıa libre de un quark
pesado.
4.5.1. Contribuciones no perturbativas en la energ´ıa libre
El potencial quark-antiquark puede relacionarse con la amplitud de scattering corres-
pondiente al intercambio de un u´nico gluo´n. En el l´ımite no relativista, para la energ´ıa
libre en el canal singlete se tiene
F1(~x, T ) = −N
2
c − 1
2Nc
g2
∫
d3k
(2π)3
ei
~k·~xD00(~k) . (4.41)
Podemos estudiar contribuciones no perturbativas en la energ´ıa libre aplicando el mo-
delo que desarrollamos en la seccio´n 4.3. Si sustituimos (4.22) en (4.41) obtenemos adema´s
de las contribuciones perturbativas a LO (O(g2)) y NLO (O(g3)), nuevas contribuciones
no perturbativas6
F1(r, T ) = −N
2
c − 1
2Nc
(
g2
4πr
+
1
N2c − 1
g2〈A20,a〉No Pert
T
)
e−mDr−N
2
c − 1
2Nc
g2mD
4π
+
g2〈A20,a〉No Pert
2NcT
.
(4.42)
Si consideramos el l´ımite r → ∞ en (4.42), se obtiene esencialmente el logaritmo del
loop de Polyakov
F∞(T ) ≡ F1(r →∞, T ) = −2T logL(T ) = −N
2
c − 1
2Nc
g2mD
4π
+
g2〈A20,a〉No Pert
2NcT
+O(g4) .
(4.43)
Esta expresio´n coincide con ec. (4.27), teniendo en cuenta ec. (4.31) para b y ec. (4.30)
hasta O(g3) para a.
En el l´ımite de temperatura cero, para lo cual consideramos mDr → 0 en (4.42), se
tiene
F1(r, T )
T→0∼ −N
2
c − 1
2Nc
g2
4πr
+ σ r ≡ Vq¯q(r) , (4.44)
donde
σ =
(
Nc
3
+
Nf
6
)1/2 g3〈A20,a〉T=0
2Nc
. (4.45)
En esta expresio´n, 〈A20,a〉T=0 denota el condensado a temperatura cero. En este l´ımite se
llega obviamente a la expresio´n del potencial quark-antiquark a temperatura cero [97]. El
te´rmino de Coulomb es el resultado perturbativo esta´ndar a LO, mientras que el segundo
te´rmino es una contribucio´n lineal no perturbativa bien conocida en la literatura. Ec. (4.44)
6Hacemos uso de las reglas de regularizacio´n dimensional y consideramos g independiente de ~k.
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Figura 4.5: Constante de acoplamiento αs frente a rT en gluodina´mica pura (Nc = 3), para
diferentes valores de T . Datos obtenidos a partir del ajuste de ec. (4.42) con los datos del
ret´ıculo de la figura 5 de ref. [98].
con g = π/2 corresponde al modelo de cuerda boso´nica, y reproduce los datos del ret´ıculo
para Vq¯q(r) en el rango 0,75GeV
−1 ≤ r ≤ 4GeV−1 con un error del 1% [97]. Nuestro
modelo predice un valor concreto para la tensio´n de la cuerda σ.
Como vemos, el modelo predice para la energ´ıa libre unos comportamientos asinto´ticos
totalmente coherentes con la fenomenolog´ıa conocida. Esto refuerza nuestra suposicio´n de
existencia de contribuciones no perturbativas dadas por condensados gluo´nicos.
4.5.2. Comparacio´n con datos del ret´ıculo
Podemos comparar nuestro resultado, ec. (4.42), con datos del ret´ıculo existentes para
la energ´ıa libre. Puesto que conocemos el valor del condensado g2〈A20,a〉No Pert, esto nos va a
permitir obtener la dependencia en r y T de la constante de acoplamiento αs ≡ g2/4π. En
la figura 4.5 se muestra el valor de αs frente a rT para diferentes valores de la temperatura.
Las curvas se han obtenido tras ajustar ec. (4.42) con los datos de ref. [98] (figura 5) para
gluodina´mica (Nc = 3). Como valor de g
2〈A20,a〉No Pert consideramos el de la tabla 4.2 con
Nτ = 8.
Se observa un comportamiento suave para αs y los valores son relativamente pequen˜os,
lo cual contrasta con ana´lisis recientes en el ret´ıculo a temperatura finita [22, 98]. Estos
autores tienen en cuenta los efectos no perturbativos que observan en los datos del ret´ıculo
de la energ´ıa libre mediante el uso de dos constantes: αs y αs; y esta u´ltima se diferencia
del valor perturbativo por un factor multiplicativo:
αs(r, T ) = λα
Pert
s (r, T ) , λ > 1 . (4.46)
Esto no tiene justificacio´n teo´rica, y se trata en realidad de un esquema de ana´lisis dema-
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siado forzado, pues la constante λ no es tal, sino que tiene una dependencia en temperatura,
de tal modo que vale 1 en el l´ımite T → ∞.7 Los valores que obtienen para las αs’s son
excesivamente grandes. Por el contrario, al considerar nuestro modelo, el ajuste de los datos
del ret´ıculo de la energ´ıa libre resulta ma´s natural. Notar que el comportamiento r →∞ de
αs(r, T ) que se observa en fig. 4.5 es consistente con el hecho de que nuestro mejor ajuste
de los datos del loop de Polyakov renormalizado sea con a = constante.
4.5.3. Analog´ıa entre el loop de Polyakov y el potencial quark-
antiquark a temperatura cero
Al comparar (4.43) con (4.44) se observa que las expresiones son similares desde un
punto de vista formal, con la identificacio´n r ↔ 1/mD. Si consideramos que no existe
dependencia en r y T para la constante de acoplamiento g y el condensado 〈A20,a〉, de
ec. (4.43) a LO y de ec. (4.44) se deduce la siguiente propiedad
F∞(T ) = Vq¯q(r)
∣∣∣∣
r=1/mD
. (4.48)
Notar que (4.48) es va´lida so´lo a LO en teor´ıa de perturbaciones. Con objeto de compro-
bar nume´ricamente esta propiedad debemos tener en cuenta los diferentes comportamientos
asinto´ticos de αs. Usaremos la siguiente notacio´n:
αs(r) ≡ αs(r, T = 0) , αs(T ) ≡ αs(r →∞, T ) . (4.49)
La propiedad (4.48) se escribira´ ahora8
BF∞(T ) = Vq¯q(r)
∣∣∣∣
r=γ/T
, (4.51)
donde
B =
(
αs(r)
αs(T )
)3/4
, γ =
1√
4π(Nc/3 +Nf/6)
(
αs(r)
αs(T )3
)1/4
. (4.52)
7El ajuste que se considera en ref. [22, 98] se hace en base a la fo´rmula
Ffit(r, T ) = −4α(T )
3r
exp
(
−
√
4πα(T ) rT
)
+ b(T ) , (4.47)
donde α(T ) y α(T ) se usan como dos para´metros de ajuste independientes. Esta fo´rmula u´nicamente
les permite ajustar el comportamiento de F1(r, T ) a grandes distancias, en contraste con ec. (4.42), que
reproduce correctamente tambie´n el comportamiento a r pequen˜o, que viene dado por Vq¯q(r).
8Esta propiedad tambie´n se puede expresar como
ρF∞(T )/T = rVq¯q(r)
∣∣∣∣
r=γ/T
, ρ = γB , (4.50)
donde B y γ esta´n definidos en ec. (4.52).
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Figura 4.6: Logaritmo del loop de Polyakov renormalizado en gluodina´mica (Nc = 3), rees-
calado con ρ, ec. (4.50), frente al cuadrado de la inversa de la temperatura en unidades de la
temperatura de transicio´n de fase. Los cuadrados negros y blancos corresponden a datos del
ret´ıculo para el loop de Polyakov de ref. [21]. Las cruces corresponden a datos en el ret´ıculo
del potencial quark-antiquark a temperatura cero, rVq¯q(r), de ref. [97], y modificados con el
cambio r = γ/T . La l´ınea continua representa el modelo de cuerda boso´nica que reproduce
muy bien los datos del ret´ıculo para rVq¯q(r) en la regio´n 0,75GeV
−1 ≤ r ≤ 4GeV−1. Con
el cambio r = γ/T , esta regio´n corresponde a 0,06 ≤ (Tc/T )2 ≤ 1,6.
La propiedad (4.51), con los valores de los para´metros B y γ dados en ec. (4.52), se ha
deducido suponiendo que se cumple
αs(T )〈A20,a〉No PertT = αs(r)〈A20,a〉T=0 . (4.53)
El miembro izquierdo de la igualdad αs(T )〈A20,a〉No Pert ha sido ajustado en la seccio´n 4.4.1.
El valor de αs(r)〈A20,a〉T=0 puede obtenerse a partir del valor conocido para la tensio´n
de la cuerda, σ = (0,42GeV)2, y la ecuacio´n (4.45). Nume´ricamente encontramos que
ec. (4.53) es correcta con un error del 9%. En la figura 4.6 se muestran los datos del
ret´ıculo en gluodina´mica para −2ρ logL frente a (Tc/T )2 (ref. [21]), y se comparan con el
potencial quark-antiquark a temperatura cero rVq¯q(r) [97] despue´s de haber considerado el
cambio de variable que se especifica en ec. (4.50). Se observa un acuerdo excelente. Esta
dualidad sugiere la existencia de una profunda analog´ıa entre el potencial quark-antiquark
a temperatura cero y el loop de Polyakov.
4.6. Conclusiones
Tres son los resultados importantes de este cap´ıtulo. Por una parte, tras analizar de
manera conveniente los datos en el ret´ıculo del loop de Polyakov renormalizado por encima
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de la transicio´n de fase de QCD, encontramos la contribucio´n inequ´ıvoca de un condensado
de dimensio´n 2 no perturbativo. Estas contribuciones no han sido consideradas hasta ahora
en el contexto del loop de Polyakov, pero de hecho son dominantes en la regio´n cercana a
la transicio´n de fase y permiten describir los datos de [21] en la fase de desconfinamiento
hasta 1,03 Tc para gluodina´mica y de [22] hasta 1,15 Tc para dos sabores.
En segundo lugar, hemos sugerido identificar este condensado con el condensado gluo´ni-
co de dimensio´n 2 invariante BRST. El valor nume´rico de g2〈A20,a〉No Pert que obtenemos
a partir del loop de Polyakov es totalmente consistente con el valor que se deduce de la
presio´n en gluodina´mica [80, 96]. Adema´s, aun habiendo definido el condensado en un
gauge esta´tico, su valor es significativamente pro´ximo al valor de g2〈A2µ,a〉/4, obtenido a
temperatura cero y en el gauge de Landau.
En tercer lugar, a la luz de estos resultados hemos encontrado una analog´ıa entre el
potencial quark-antiquark a temperatura cero y el loop de Polyakov, la cual se manifiesta
en la relacio´n que predice nuestro modelo entre la tensio´n de la cuerda y la pendiente del
loop de Polyakov.
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Cap´ıtulo 5
Modelos de Quarks Quirales a
Temperatura Finita
En este cap´ıtulo estudiaremos algunos modelos de quarks quirales en el contexto de
temperatura finita. Haciendo uso de nuestra te´cnica del heat kernel del cap´ıtulo 2, obten-
dremos el acoplamiento mı´nimo entre el loop de Polyakov gluo´nico y los quarks, lo cual
solucionara´ algunas inconsistencias presentes en el tratamiento esta´ndar de estos modelos
a temperatura finita a nivel de un loop de quarks.
En primer lugar se estudiara´n algunas propiedades de las transformaciones gauge a
temperatura finita, lo cual nos llevara´ a considerar la simetr´ıa del centro como aquella
que es generada por la accio´n de transformaciones gauge locales que son perio´dicas en
la variable temporal salvo un elementro arbitrario del centro del grupo gauge. Para ma´s
detalles sobre este punto, ver ape´ndice A.
Posteriormente introduciremos dos modelos: modelo de Nambu–Jona-Lasinio y modelo
quark espectral. Con ellos ilustraremos la problema´tica del tratamiento esta´ndar a tem-
peratura finita que se viene haciendo en los modelos de quarks quirales, y definiremos un
modelo quark quiral con acoplamiento del loop de Polyakov que permitira´ compatibili-
zar los resultados con los conocidos de Teor´ıa Quiral de Perturbaciones. Calcularemos el
lagrangiano quiral efectivo en estos modelos hasta O(p4) en un desarrollo en momentos
externos, y se estudiara´ la estructura que presenta este lagrangiano a temperatura finita.
Se hara´ un estudio de algunas correcciones de orden mayor, tales como correcciones
ma´s alla´ de un loop de quarks, correcciones gluo´nicas y correcciones locales en el loop de
Polyakov. Finalmente se calculara´n dos observables de intere´s: condensado quiral y valor
esperado del loop de Polyakov; para lo cual se hara´ un tratamiento unquenched, y se
estudiara´ el mecanismo de rotura de la simetr´ıa del centro que conduce a la transicio´n de
fase de QCD.
El cap´ıtulo esta´ basado en las referencias [99, 100].
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5.1. Transformaciones gauge grandes
En el ape´ndice A discutimos las transformaciones gauge en el contexto de la Teor´ıa
Cua´ntica de Campos a temperatura finita. Al comienzo de este cap´ıtulo vamos a hacer
un repaso de las principales propiedades de estas transformaciones, y la importancia que
tienen para el estudio de los procesos de desconfinamiento de color en QCD. Esta seccio´n
podr´ıa haberse incluido igualmente en el cap´ıtulo 3, pero hemos preferido ponerla aqu´ı para
que el cap´ıtulo quede autoconsistente, pues como veremos los modelos de quarks quirales
nos van a permitir una descripcio´n de la transicio´n de fase de QCD.
5.1.1. Transformaciones gauge a temperatura finita
En el formalismo de Tiempo Imaginario el espacio-tiempo es un cilindro topolo´gico, de
tal modo que el tiempo imaginario eucl´ıdeo esta´ compactificado y las integrales funcionales
se evalu´an bajo la condicio´n de que los campos sean perio´dicos para bosones y antiperio´dicos
para fermiones en el intervalo temporal [0, β], donde β = 1/T . En un principio, so´lo estar´ıan
permitidas las transformaciones gauge perio´dicas
g(x0, ~x) = g(x0 + β, ~x) , (5.1)
pues los campos de los quarks y los bosones son estables frente a este tipo de transfor-
maciones. Un ejemplo de tal transformacio´n para el grupo gauge SU(Nc), en el gauge de
Polyakov, ∂0A0 = 0, con A0 una matriz diagonal Nc ×Nc de traza cero, es
g(x0) = e
i2πx0Λ/β , (5.2)
donde Λ es una matriz diagonal de enteros, de traza cero, en el espacio de color, esto
es Λij = niδij , ni ∈ Z ,
∑Nc
j=1 nj = 0. Esta transformacio´n no puede estar pro´xima a la
identidad, y en este sentido se considera una transformacio´n gauge grande. Bajo ella, el
campo A0 transforma
A0 → A0 + 2π
β
Λ , (5.3)
de modo que en este gauge, la invariancia gauge se manifiesta en la periodicidad del campo
gluo´nico A0. El problema de teor´ıa de perturbaciones radica en que esta invariancia a
temperatura finita se rompe expl´ıcitamente si se hace un desarrollo perturbativo de A0, ya
que el desarrollo de una funcio´n perio´dica da lugar a un polinomio, que no es perio´dico.
Esta problema´tica de la invariancia gauge a temperatura finita conduce a la necesidad
de tratar el campo A0 de una manera no perturbativa, y a tales efectos se considera el
loop de Polyakov (o l´ınea de Wilson sin traza) como grado de libertad independiente Ω(x).
Transforma de manera covariante en x bajo una transformacio´n gauge perio´dica
Ω(x)→ g−1(x)Ω(x)g(x) , (5.4)
y en el gauge de Polyakov, Ω(x) = eiβA0(~x), es invariante gauge.
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5.1.2. Simetr´ıa del centro
En gluodina´mica pura a temperatura finita la condicio´n (5.1) resulta en realidad de-
masiado restrictiva, y es posible considerar transformaciones gauge aperio´dicas
g(x0 + β, ~x) = z g(x0, ~x) , z
Nc = 1 . (5.5)
z es un elemento de Z(Nc), que es el centro del grupo gauge SU(Nc), esto es z = e
i2πn/Nc , n ∈
Z(Nc). Un ejemplo de esa transformacio´n, en el gauge de Polyakov, es
g(x0) = e
i2πx0Λ/Ncβ , (5.6)
donde z = ei2π/Nc . El campo A0 y el loop de Polyakov transforman bajo (5.6) como
A0 → A0 + 2π
Ncβ
Λ , Ω→ zΩ . (5.7)
Ω transforma como la representacio´n fundamental del grupo Z(Nc). F´ısicamente el prome-
dio te´rmico del loop de Polyakov (con traza) en la representacio´n fundamental determina
la energ´ıa libre relativa al vac´ıo de un u´nico quark,
e−βFq(x) =
1
Nc
〈trc Ω(x)〉 . (5.8)
De ec. (5.7) se deduce (por invariancia gauge) que
〈trcΩ(x)〉 = z 〈trcΩ(x)〉 , (5.9)
y por tanto 〈trcΩ(x)〉 = 0 en la fase en que la simetr´ıa del centro se preserva (fase de
confinamiento). De manera ma´s general, se obtiene
〈trc Ωn(x)〉 = 0 para n 6= mNc , m ∈ Z . (5.10)
La simetr´ıa del centro esta´ esponta´neamente rota por encima de una cierta temperatura
(TD ≈ 270 MeV para Nc = 3), lo cual indica una fase de desconfinamiento. En esta fase
〈trcΩ(x)〉 puede tomar valores diferentes de cero.
5.1.3. Rotura de la simetr´ıa del centro por fermiones
Las funciones de onda de los fermiones deben satisfacer condiciones antiperio´dicas en
la direccio´n temporal, esto es q(β, ~x) = −q(0, ~x), de modo que bajo una transformacio´n del
tipo (5.5)
q(β, ~x)→ g(β, ~x)q(β, ~x) = −zg(0, ~x)q(0, ~x) , (5.11)
en lugar de −g(0, ~x)q(0, ~x). Notar que q(nβ)q(0) → z−nq(nβ)q(0), lo cual implica que en
la fase confinante (con simetr´ıa del centro)
〈q(nβ)q(0)〉 = 0 para n 6= mNc , m ∈ Z . (5.12)
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Esto genera una regla de seleccio´n en gluodina´mica pura.
Los fermiones no son estables bajo las transformaciones del tipo (5.5) (u´nicamente lo
son bajo transformaciones perio´dicas), de modo que rompen expl´ıcitamente la simetr´ıa
del centro. Esto significa que la regla de seleccio´n (5.12) no se realiza en la pra´ctica. No
obstante, esta regla sera´ importante en el contexto de modelos de quarks quirales en el
l´ımite de Nc grande, tal y como veremos ma´s adelante.
5.2. Modelos de Quarks Quirales
En esta seccio´n explicaremos dos modelos de quarks quirales de especial relevancia: el
modelo de Nambu–Jona-Lasinio [29] y el modelo quark espectral [101].
5.2.1. Modelo Quark de Nambu–Jona-Lasinio
El lagrangiano eucl´ıdeo del modelo de Nambu–Jona-Lasinio generalizado es
LNJL = q(∂/ +mˆ0)q + 1
2a2s
N2f−1∑
a=0
((qλaq)
2 + (qλaiγ5q)
2) +
1
2a2v
N2f−1∑
a=0
((qλaγµq)
2 + (qλaγµγ5q)
2) ,
(5.13)
donde q = (u, d, s, . . .) representa el campo de los quarks con Nc colores y Nf sabores.
Las λ’s son las matrices de Gell-Mann del grupo U(Nf) y mˆ0 = diag(mu, md, ms, . . .) es
la matriz de masa de los quarks. 1/a2s y 1/a
2
v son las constantes de acoplamiento. Este
lagrangiano es invariante bajo simetr´ıa global de color SU(Nc).
El funcional generador en presencia de campos externos boso´nicos (s, p, v, a) y fermio´ni-
cos (η, η) es
ZNJL[s, p, v, a, η, η] =
∫
DqDq exp
[
−
∫
d4x(LNJL + q(v/ + a/ γ5 + s+ iγ5p)q + ηq + qη)
]
.
(5.14)
Los s´ımbolos s, p, vµ y aµ indican campos externos (en espacio de sabor) de tipo escalar,
pseudoescalar, vector y axial, respectivamente. En funcio´n de los generadores del grupo de
sabor U(Nf ), estos se escriben
s =
N2f−1∑
a=0
sa
λa
2
, · · · (5.15)
La accio´n del modelo puede ser bosonizada mediante la introduccio´n de campos boso´nicos
auxiliares, lo cual va a transformar la interaccio´n local de cuatro puntos en un acoplamiento
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tipo Yukawa [102]. El nuevo funcional generador es
ZNJL[s, p, v, a, η, η] =
∫
DqDqDSDPDVDA exp
[
−
∫
d4x
(
q(∂/ + V/ + A/ γ5 + S + iγ5P)q
+
a2s
4
tr((S − mˆ0)2 + P 2)− a
2
v
4
tr(V 2µ + A
2
µ) + ηq + qη
)]
,(5.16)
donde hemos escrito en notacio´n corta S = s+ S, P = p + P , V = v + V , A = a+ A. En
esta fo´rmula (S, P, V, A) representan campos boso´nicos dina´micos internos de tipo escalar,
pseudoescalar, vector y axial respectivamente. Los campos S(x), P(x), Vµ(x) y Aµ(x) son
matrices en espacio interno (que se entiende como espacio de sabor), son la identidad en
espacio de Dirac y operadores multiplicativos en el espacio x. S(x) es hermı´tico y P(x),
Vµ(x) y Aµ(x) son antihermı´ticos. En la seccio´n 5.4 extenderemos los campos Aµ(x) y
Vµ(x) para que sean matrices no triviales en espacio de color, lo que nos permitira´ acoplar
el loop de Polyakov de color en el modelo. Por conveniencia en nuestro desarrollo hemos
incluido la rotura expl´ıcita de la simetr´ıa quiral (proporcional a mˆ0) en el te´rmino boso´nico
local. Podemos integrar formalmente sobre fermiones, lo cual conduce a
ZNJL[s, p, v, a, η, η] =
∫
DSDPDVDA Det(D)Nc exp(〈η|D−1|η〉) (5.17)
exp
[
−
∫
d4x
(a2s
4
tr((S − mˆ0)2 + P 2)− a
2
v
4
tr(V 2µ + A
2
µ)
)]
donde
D =∂/ + V/ + A/ γ5 + S + iγ5P (5.18)
es un operador de Dirac. Este operador se puede escribir en la forma
D =D/V + A/ γ5 +MUγ5 , (5.19)
donde DVµ = ∂µ + Vµ es la derivada covariante vector, M es la masa constituyente de los
quarks, y U es una matriz en espacio de sabor que representa los octetes pseudoescalares
de los mesones en la representacio´n no lineal. Para tres sabores, Nf = 3, se escribe U =
ei
√
2Φ/fpi , con
Φ =

1√
2
π0 + 1√
6
η π+ K+
π− − 1√
2
π0 + 1√
6
η K0
K− K¯0 − 2√
6
η
 . (5.20)
fπ es la constante de desintegracio´n de´bil del pio´n en el l´ımite quiral.
En lo que sigue consideraremos la accio´n efectiva a nivel de un loop de quarks y a nivel
a´rbol para los mesones. En este caso
ΓNJL = Γq[D] + Γm , (5.21)
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donde
Γq[D] = −NcTr log(D) , (5.22)
Γm =
∫
d4x
{
a2s
4
tr(S2 + P 2)− a
2
s
2
tr(mˆ0S) +
a2s
4
tr(mˆ20)−
a2v
4
tr(V 2µ + A
2
µ)
}
(5.23)
En adelante nos vamos a referir al te´rmino Γq[D] como la contribucio´n de los quarks a un
loop. E´ste sera´ el te´rmino que calculemos como aplicacio´n de nuestro desarrollo del heat
kernel a temperatura finita.
La contribucio´n de los quarks a la accio´n efectiva se puede separar en una parte γ5-par y
otra γ5-impar, correspondiente a procesos de paridad normal y anormal, respectivamente.
En espacio eucl´ıdeo, la primera corresponde a la parte real de la accio´n efectiva, y la
segunda a la parte imaginaria. Introduciremos el operador
D5[S,P,V,A] = γ5D[S,−P,V,−A]γ5 , (5.24)
que en espacio eucl´ıdeo se corresponde con el hermı´tico conjugado D†. La contribucio´n
de paridad normal es cuadra´ticamente divergente y puede ser regularizada de un modo
invariante gauge quiral mediante el esquema de Pauli-Villars [56]
Γ+q [D] = −
Nc
2
Tr
∑
i
ci log(D5D+ Λ
2
i ) , (5.25)
donde los reguladores de Pauli-Villars satisfacen c0 = 1, Λ0 = 0 y
∑
i ci = 0,
∑
i ciΛ
2
i = 0, lo
cual permitira´ hacer finitas las divergencias logar´ıtmicas y las cuadra´ticas, respectivamente.
Haciendo uso de la representacio´n de Schwinger de tiempo propio, esta contribucio´n se
escribe
Γ+q [D] =
Nc
2
∫ ∞
0
dτ
τ
φ(τ) Tr e−τD5D , (5.26)
donde
φ(τ) =
∑
i
ci e
−τΛ2i . (5.27)
Las funciones de Green se pueden obtener a partir de (5.21) derivando respecto a los campos
medios meso´nicos. De particular intere´s es la funcio´n a un punto. Si en (5.21) consideramos
solamente la parte real de la contribucio´n de los quarks a un loop, esto es (5.25), esta accio´n
presenta un punto estacionario invariante traslacional en (S, P ) = (Π, 0), (Vµ, Aµ) = (0, 0)
δΓ+NJL[S]
δS(x)
∣∣∣
S(x)=Π
=
a2s
2
tr(Π− mˆ0)− Nc
2
Tr
(
(D5D)
−1 δ(D5D)
δS(x)
)
S(x)=Π
= 0 . (5.28)
El punto estacionario Π se identifica con el valor esperado en el vac´ıo del campo S en la
aproximacio´n de un loop de quarks. Introduciendo la accio´n efectiva regularizada (5.26) en
(5.28) obtenemos la siguiente ecuacio´n para Π
a2s(Π− mˆ0)− 8NcΠ g(Π) = 0 , (5.29)
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donde
g(Π) =
∫
d4p
(2π)4
∫ ∞
0
dτ φ(τ) e−τ(p
2+Π2) . (5.30)
En adelante nos referiremos a (5.29) como ecuacio´n del gap pues esta ecuacio´n determina
el gap de energ´ıa 2Π entre los estados de quarks con energ´ıa positiva y negativa. Π juega
el papel de la masa constituyente de los quarks.
El condensado de quarks 〈qq〉 viene dado por 〈qq〉 = δΓ+NJL/δmˆ0. De (5.23) se obtiene
inmediatamente
〈qq〉 = −a
2
s
2
tr(Π− mˆ0) . (5.31)
5.2.2. Modelo Quark Espectral
El Modelo Quark Espectral, desarrollado recientemente por E. Ruiz Arriola y W. Bro-
niowski [101], es aplicable a f´ısica hadro´nica en el rango de baja energ´ıa. La novedad reside
en el uso de una regularizacio´n espectral basada en la introduccio´n a nivel formal de la
representacio´n de Lehmann [50] del propagador del quark. Esta regularizacio´n permite re-
solver de una manera simple las identidades de Ward-Takahashi quiral y electromagne´tica
mediante el uso de la llamada prescripcio´n gauge [103]. Consideraremos el modelo a nivel
de un loop fermio´nico y en el l´ımite quiral en que la masa de los quarks es cero.
En esta seccio´n vamos a seguir la referencia [101]. El punto de partida es el propagador
del quark, que en espacio de momentos se define
S(p) =
∫
d4xe−px〈0|T{q(x)q(0)}|0〉 . (5.32)
Consideraremos una representacio´n espectral para el propagador
S(p) =
∫
C
dω
ρ(ω)
p/ −ω , (5.33)
donde ρ(ω) es la funcio´n espectral y C indica un contorno de integracio´n en el plano
complejo ω elegido de un modo conveniente. Este propagador puede ser parametrizado en
la forma esta´ndar
S(p) = A(p) p/ +B(p) = Z(p)
p/ +M(p)
p2 −M2(p) , (5.34)
donde
A(p) =
∫
C
dω
ρ(ω)
p2 − ω2 , B(p) =
∫
C
dω
ρ(ω)ω
p2 − ω2 . (5.35)
La masa y factor de renormalizacio´n vienen dados por
M(p) =
B(p)
A(p)
, Z(p) = (p2 −M2(p))A(p) , (5.36)
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respectivamente. Notar que si ρ(ω) = ρ(−ω) tendr´ıamos M(p) = 0 y no existir´ıa rotura
esponta´nea de la simetr´ıa quiral. Por tanto es de esperar que ρ(ω) no sea una funcio´n
par en general. La funcio´n espectral debe ser tal que proporcione valores finitos para los
observables hadro´nicos. Esto dara´ lugar a una serie de condiciones que deben cumplir los
momentos y los momentos logar´ıtmicos de ρ(ω),
ρn =
∫
C
dωωnρ(ω) , ρ′n =
∫
C
dω log(ω2/µ2)ωnρ(ω) , n ∈ Z . (5.37)
Aqu´ı µ es una cierta escala. Notar que por normalizacio´n ρ0 = 1. Como ejemplo conside-
remos el condensado de quarks (por el momento trabajaremos a temperatura cero)
〈qq〉 = −Nc
∫
C
dωρ(ω)
∫
d4p
(2π)4
trDirac
1
p/ −ω . (5.38)
Tras tomar la traza en el espacio de Dirac, la integral es cuadra´ticamente divergente.
Un modo de regularizarla es haciendo uso de un cutoff tridimensional con la siguiente
sustitucio´n ∫
d4p −→ 4π
∫
dp0
∫ Λ
0
dp p2 , p = |~p| . (5.39)
Con esta regularizacio´n obtenemos
〈qq〉 = − Nc
4π2
∫
C
dω ωρ(ω)
[
2Λ2 + ω2 log
(
ω2
4Λ2
)
+ ω2
]
. (5.40)
Puesto que el resultado debe ser finito en el l´ımite Λ → ∞, es necesario imponer las
condiciones ρ1 = 0 y ρ3 = 0, lo cual conduce a 〈qq〉 = −Ncρ′3/(4π2). El ca´lculo de otros
observables va a dar lugar a condiciones adicionales. En general todos los observables van
a ser proporcionales a los momentos inversos y a los momentos logar´ıtmicos, y para que
sean finitos se debe cumplir ρn = 0, n > 0. El modelo espectral no se ha desarrollado ma´s
alla´ de un loop.
La prescripcio´n gauge fue usada en el pasado en la obtencio´n de soluciones de las
ecuaciones de Schwinger-Dyson. Haciendo uso de ella se pueden resolver en este modelo
las identidades de Ward-Takahashi. Sin embargo en situaciones en las que las l´ıneas de
propagadores de los quarks esta´n cerradas es ma´s conveniente el formalismo de la accio´n
efectiva. Consideraremos, como en el modelo de Nambu–Jona-Lasinio, acoplamientos esca-
lar, pseudo-escalar, vector y axial. El acoplamiento quark-pio´n debe satisfacer la relacio´n
de Goldberger-Treiman [18]. Con estas premisas, la accio´n efectiva de este modelo a nivel
de un loop de quarks se puede escribir como
ΓSQM = −Nc
∫
d4x
∫
C
dωρ(ω)tr log (D/V + A/ γ5 + ωU
γ5) , (5.41)
donde DVµ = ∂µ + Vµ es la derivada covariante vector. En el modelo NJL, M jugaba el
papel de la masa constituyente de los quarks. En el modelo espectral M se convierte en
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la variable de integracio´n ω de la funcio´n espectral. La diferencia esencial con el modelo
NJL, y en general con todos los modelos de quarks quirales, es que aqu´ı no consideramos
un cutoff que separe el re´gimen de baja energ´ıa, donde se supone que el modelo funciona,
y el re´gimen de alta energ´ıa.
En el cap´ıtulo 7 se hara´ un estudio ma´s extenso del modelo espectral considerando un
espacio-tiempo curvo, y se introducira´ el esquema de dominancia del meso´n vectorial, que
constituye una realizacio´n simple del modelo y proporciona una forma expl´ıcita para la
funcio´n espectral.
5.3. Problema´tica de los modelos de quarks quirales
a temperatura finita
El tratamiento esta´ndar de los Modelos de Quarks Quirales a Temperatura Finita pre-
senta algunas inconsistencias. Por una parte, en el ca´lculo de observables aparecen invo-
lucrados estados excitados con cualquier nu´mero de quarks, y esto ocurre incluso para
temperaturas bajas. Sorprendentemente, durante mucho tiempo no ha habido demasiada
preocupacio´n por parte de los autores en resolver este problema, y normalmente lo han
atribuido a fallos del propio modelo, tales como falta de confinamiento.
5.3.1. Tratamiento esta´ndar a temperatura finita
El tratamiento esta´ndar consiste en pasar de las fo´rmulas con T = 0 hasta otras fo´rmulas
para T 6= 0, mediante la aplicacio´n de la regla∫
dk0
2π
F (k0, ~k)→ iT
∞∑
n=−∞
F (iwn, ~k) , (5.42)
donde F puede representar el propagador de un quark, en espacio de momentos. ωn son
las frecuencias de Matsubara fermio´nicas, ωn = 2πT (n + 1/2). Si aplicamos esta regla en
el condensado quiral, a temperatura finita y a un loop se tiene
〈qq〉 = −iNc
∞∑
n=−∞
(−1)ntrDiracS(x)|x0=inβ = 4MT trc
∑
ωn
∫
d3k
(2π)3
1
ω2n +
~k2 +M2
. (5.43)
Despue´s de hacer la integracio´n en momentos, y aplicar la fo´rmula de Poisson para la
sumatoria, ec. (2.36), queda
〈qq〉T = 〈qq〉T=0 − 2NcM
2T
π2
∞∑
n=1
(−1)n
n
K1(nM/T )
T pequen˜o∼ 〈qq〉T=0 − Nc
2
∞∑
n=1
(−1)n
(
2MT
nπ
)3/2
e−nM/T , (5.44)
donde se ha hecho uso del comportamiento asinto´tico de la funcio´n de Bessel Kn(z) para
el re´gimen de temperatura pequen˜a Kn(z) ∼ e−z
√
π/2z.
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5.3.2. Generacio´n de estados multi-quarks
Ec. (5.44) se puede interpretar en te´rminos del propagador del quark en espacio de
coordenadas
S(x) =
∫
d4k
(2π)4
e−ik·x
k/ −M = (i ∂/ +M)
M2
4π2i
K1(
√−M2x2)√−M2x2 . (5.45)
El comportamiento de (5.45) a temperatura pequen˜a es
S(~x, iβ)
T pequen˜o∼ e−M/T , (5.46)
lo cual representa la supresio´n exponencial a temperatura pequen˜a correspondiente al pro-
pagador de un u´nico quark. Si nos fijamos en ec. (5.44), esto significa que el condensado
de quarks se puede escribir en te´rminos de factores de Boltzmann estad´ısticos con masa
Mn = nM . Esto constituye un problema, pues significa que el ban˜o te´rmico esta´ formado
por quarks constituyentes libres, sin ningu´n confinamiento de color.1
El condensado de quarks a temperatura finita no es invariante gauge (en el sentido de
transformaciones gauge grandes). En efecto, del ejemplo del condensado se tiene
〈qq〉T =
∞∑
n=−∞
(−1)n〈q(x0)q(0)〉|x0=inβ , (5.48)
o sea, el condensado a temperatura finita se puede escribir como una suma coherente
de condensados de quarks no locales a temperatura cero. Notar que la contribucio´n de
temperatura cero corresponde al te´rmino n = 0 en la sumatoria. Bajo una transformacio´n
gauge de tipo central se tiene
〈q¯q〉T →
∞∑
n=−∞
(−z)n〈q¯(x0)q(0)〉
∣∣∣
x0=inβ
. (5.49)
Esto significa que (5.48) no es invariante gauge, y el condensado se puede descomponer en
una suma de representaciones irreducibles con una trialidad dada n, lo cual genera estados
con cualquier nu´mero de quarks ∼ e−nβM .
1Este ca´lculo se puede extender a cualquier observable que sea singlete de color en el l´ımite de tempe-
ratura cero, y el resultado general que se obtiene es que los ca´lculos en modelos de quarks a temperatura
finita en la aproximacio´n de un loop van a generar todos los estados posibles de quarks, esto es
OT = OT=0 +Oqe−M/T +Oqqe−2M/T + · · · . (5.47)
Notar que, si bien el te´rmino Oq corresponde al estado de un quark aislado, el siguiente te´rmino Oqq
tiene que ser un estado diquark qq, correspondiente a un u´nico quark que se propaga dando dos vueltas
alrededor del cilindro te´rmico. Este te´rmino no puede ser un estado meso´nico qq, puesto que a un loop
este estado viene de la l´ınea de un quark que primero sube y despue´s baja en tiempo imaginario. En este
caso el camino no da ninguna vuelta alrededor del cilindro te´rmico, y por tanto su contribucio´n esta´ ya
incluida en el te´rmino de temperatura cero OT=0.
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Este problema se puede evitar imponiendo a mano que el condensado sea invariante
gauge. Esto se har´ıa eliminando de la suma en (5.49) los te´rminos que no tienen trialidad
cero, esto es
〈q¯q〉T
∣∣∣
singlete
=
∞∑
n=−∞
(−1)n〈q¯(x0)q(0)〉
∣∣∣
x0=iNcnβ
. (5.50)
Esta fo´rmula genera como primera correccio´n un te´rmino bario´nico Nc e
−NcβM . El factor
Nc es generado por el loop de quarks.
5.3.3. Conflicto con Teor´ıa Quiral de Perturbaciones
Aparte del problema de la generacio´n de estados multi-quarks que no preservan triali-
dad, surge otra problema´tica cuando comparamos nuestros resultados con los de Teor´ıa
Quiral de Perturbaciones a temperatura finita. En el l´ımite quiral, esto es para mπ ≪
2πT ≪ 4πfπ, las correcciones te´rmica de orden ma´s bajo al condensado de quarks (por
ejemplo, para Nf = 2), vienen dadas por
〈q¯q〉T
∣∣∣
TQP
= 〈q¯q〉T=0
(
1− T
2
8f 2π
− T
4
384f 4π
+ · · ·
)
. (5.51)
Puesto que fπ ∼
√
Nc, las correcciones de temperatura finita esta´n suprimidas en Nc
en relacio´n a la contribucio´n de temperatura cero. Este hecho contradice el resultado de
ec. (5.48), pues de ah´ı se obtiene que todas las correcciones te´rmicas son del mismo orden
en un contaje en Nc.
El resultado de TQP, ec. (5.51), se ha obtenido considerando loops pio´nicos, los cuales
son dominantes para T ≪ M . El problema reside en que incluso sin loops pio´nicos los
modelos de quarks quirales predicen una transicio´n de fase quiral en torno a Tc ∼ 170 MeV,
lo cual concuerda bien, aunque de manera injustificada, con los resultados en el ret´ıculo.
5.4. Acoplamiento del loop de Polyakov en los Mode-
los de Quarks Quirales
A temperatura cero es posible preservar la invariancia gauge mediante el acoplamiento
de los gluones con el modelo. Dentro del esp´ıritu del modelo, estos grados de libertad
deber´ıan tratarse de un modo perturbativo, pues los quarks constituyentes llevan cierta
informacio´n sobre efectos gluo´nicos no perturbativos.
A temperatura finita la situacio´n es diferente pues, como hemos dicho ya, un trata-
miento perturbativo de la componente cero del campo gluo´nico romper´ıa expl´ıcitamente
la invariancia gauge. Por tanto, tiene sentido considerar aqu´ı el loop de Polyakov gluo´nico
y su acoplamiento con los modelos quirales. K. Fukushima [104] sugiere este acoplamiento
en virtud de la analog´ıa que existe entre el loop de Polyakov y el potencial qu´ımico (ver
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sec. 2.1). El tratamiento que vamos a considerar nosotros parte del uso del heat kernel
a temperatura finita (cap´ıtulo 2). Nuestra aproximacio´n es similar a la de Fukushima,
excepto por el hecho de que consideraremos un loop de Polyakov local Ω(~x) sujeto a fluc-
tuaciones cua´nticas. Un tratamiento de campo medio no permitir´ıa tener en cuenta estas
fluctuaciones, y al final del cap´ıtulo veremos que e´stas pueden ser importantes para que
los resultados del modelo se muestren compatibles con estudios recientes en el ret´ıculo.
5.4.1. Acoplamiento mı´nimo del loop de Polyakov
En los modelos de quarks quirales debemos considerar quarks con grados de libertad de
sabor y de color. A partir de ahora consideraremos el operador de Dirac, ec. (5.19), como
un operador no trivial en espacio de color. Lo podemos escribir de la siguiente forma:
D =D/V + A/f γ5 +MUγ5 , (5.52)
donde DVµ = ∂µ + Vfµ + gVcµδµ0 es la derivada covariante vector. Vfµ y Afµ son matrices
antihermı´ticas en espacio de sabor y la identidad en el espacio de color. Vcµ es la identidad
en espacio de sabor y matriz antihermı´tica en espacio de color. Los acoplamientos gauge
de sabor dara´n lugar a loops de Polyakov con quiralidades right y left.2 Los acoplamientos
gauge de color dara´n lugar al loop de Polyakov con grados de libertad de color,
Ωc(x0, ~x) = T exp
(
−g
∫ x0+β
x0
dx′0 Vc0(x′0, ~x)
)
. (5.55)
Ωc es una matriz en espacio de color, y la identidad en espacio de sabor. En esta tesis
u´nicamente nos vamos a preocupar del loop de Polyakov de color, que denotaremos co-
mo lo venimos haciendo hasta ahora, Ω, de modo que el loop de Polyakov de sabor lo
consideraremos igual a la identidad.
Si nos fijamos en ec. (5.26), podemos hacer uso del desarrollo del heat kernel a tem-
peratura finita (cap´ıtulo 2) para obtener el lagrangiano efectivo como un desarrollo en
derivadas covariantes. El lagrangiano va a tener la forma
L(x) =
∑
n
tr[fn(Ω(x))On(x)] , (5.56)
2El loop de Polyakov quiral de sabor se define
Ωf (x0, ~x) = T exp
(
−
∫ x0+β
x0
dx′0 (Vf0 (x′0, ~x) + γ5Af0 (x′0, ~x))
)
. (5.53)
Ωf es una matriz en espacio de sabor, y la identidad en espacio de color. En te´rminos de campos right y
left se escribe como Ωf = ΩRPR +ΩLPL, donde
ΩR,L(x0, ~x) = T exp
(
−
∫ x0+β
x0
dx′0 (Vf0 (x′0, ~x)±Af0 (x′0, ~x))
)
, (5.54)
y PR,L =
1
2 (1 ± γ5). Notar que la simetr´ıa gauge grande en espacio de sabor a temperatura finita precisa
del uso del loop de Polyakov quiral.
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donde tr es la traza sobre todos los grados de libertad internos, n etiqueta todos los
operadores locales covariantes gauge On (esto es, que contienen derivadas covariantes),
y fn(Ω(x)) son funciones dependientes de la temperatura y del loop de Polyakov. Estas
funciones reemplazan los coeficientes nume´ricos presentes en el caso de temperatura cero.
En estos ca´lculos, el loop de Polyakov aparece mı´nimamente acoplado a trave´s de las
frecuencias de Matsubara fermio´nicas modificadas3
ω̂n = 2πT (n+ 1/2 + ν̂) , ν̂ = (2πi)
−1 log Ω . (5.57)
En nuestra notacio´n Ω = ei2πν̂ , donde ν̂(~x) = igV0(~x)/(2πT ). El efecto de este cambio en
las frecuencias de Matsubara da lugar a la siguiente regla para pasar a las fo´rmulas con
T 6= 0
F˜ (x; x)→
∞∑
n=−∞
(−Ω(~x))nF˜ (~x, x0 + inβ; ~x, x0) . (5.58)
F (x; x) es el propagador fermio´nico a temperatura finita que comienza y acaba en el mismo
punto. En ec. (5.58) aparece el factor (−Ω(~x))n, en lugar del factor (−1)n que se obtiene
de la regla esta´ndar, ec. (5.42), despue´s de usar la fo´rmula de Poisson para la sumatoria,
ec. (2.36), y considerar la transformada de Fourier.
La interpretacio´n de ec. (5.58) se puede visualizar en fig. 5.1. En un loop de quarks a
temperatura finita con un nu´mero arbitrario de campos externos y con una l´ınea de Wilson
no trivial, cada vez que los quarks dan una vuelta alrededor de la direccio´n temporal
compatificada, estos adquieren una fase (−1) debido a la estad´ıstica de Fermi-Dirac, y un
factor no abeliano de Aharonov-Bohm4 Ω. La contribucio´n total del diagrama se obtiene
sumando sobre todas las vueltas y calculando la traza en espacio de color.
5.4.2. Promedio sobre el grupo
En la seccio´n 5.4.1 se ha considerado el acoplamiento mı´nimo del loop de Polyakov con
el modelo quark quiral, que consiste simplemente en hacer la sustitucio´n
∂0 → ∂0 + gVc0 , (5.59)
en el operador de Dirac, ec. (5.19). El modelo quark quiral acoplado con el loop de Polyakov
se obtiene considerando el acoplamiento mı´nimo de ec. (5.59), y una integracio´n del campo
gluo´nico V0 de un modo que preserve invariancia gauge. Esto va a generar una funcio´n de
particio´n de la forma
Z =
∫
DUDΩ e−ΓG[Ω]e−ΓQ[U,Ω] , (5.60)
3En nuestro tratamiento, ω̂n es el u´nico sitio donde aparece la dependencia expl´ıcita en los grados de
libertad de color, de modo que se puede pensar en ν̂ como el conjunto de sus autovalores.
4E´sta es una fase de tipo ele´ctrico, diferente a la fase magne´tica esta´ndar. No obstante, el nombre es
apropiado puesto que la fase ele´ctrica fue discutida por primera vez en el art´ıculo original AB.
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(−Ω)n
Figura 5.1: Diagrama t´ıpico de un loop de quarks con una l´ınea de Wilson no trivial.
Para n vueltas alrededor de la direccio´n temporal compactificada U(1), surge un factor
topolo´gico Ωn adema´s del factor estad´ıstico de Fermi-Dirac (−1)n. Las l´ıneas onduladas
son campos externos. La contribucio´n total del diagrama se obtiene sumando sobre todas
las vueltas y calculando la traza en espacio de color.
donde DU es la medida de Haar del grupo quiral de sabor SU(Nf )L×SU(Nf )R, y DΩ
la medida de Haar del grupo de color SU(Nc). ΓG es la accio´n efectiva gluo´nica y ΓQ
corresponde a la accio´n efectiva de los quarks. Ec. (5.60) es una expresio´n gene´rica, va´lida
tanto para el modelo NJL como para el modelo espectral, siempre y cuando se considere
la correspondiente accio´n efectiva de los quarks: ec. (5.21) en el primer caso y ec. (5.41)
para el segundo.
Si no se tuviera en cuenta la medida de Haar de color, y se considerara Vc0 = 0 y Ω = 1,
se obtendr´ıa la forma original del modelo quark quiral, donde existe una relacio´n uno a uno
entre el desarrollo en loops y el desarrollo en Nc grande, tanto a temperatura cero como a
temperatura finita. De manera equivalente se podr´ıa considerar una aproximacio´n de punto
de silla y sus correcciones. En presencia del loop de Polyakov tal correspondencia no existe,
de modo que consideraremos un desarrollo en loops de quarks, esto es, una aproximacio´n
de punto de silla para el campo boso´nico U , y mantendremos la integracio´n en el loop de
Polyakov (constante) Ω. En el trabajo de [104] se hace uso de la aproximacio´n de punto de
silla para Ω.
La integracio´n del loop de Polyakov Ω debe realizarse de acuerdo con la dina´mica de
QCD. Esto implica un promedio sobre el loop de Polyakov local con cierto peso norma-
lizado ρ(Ω; ~x)DΩ. Aqu´ı ρ(Ω; ~x) es la distribucio´n de probabilidad (independiente de la
temperatura) de Ω(~x) en el grupo gauge. Para una funcio´n general f(Ω), se tiene5
〈
1
Nc
trcf(Ω)
〉
=
∫
SU(Nc)
DΩ ρ(Ω) 1
Nc
Nc∑
j=1
f(eiφj ) =
∫ π
−π
dφ
2π
ρˆ(φ)f(eiφ) , (5.61)
5f(Ω) se entiende como una funcio´n ordinaria f(z) evaluada en z = Ω.
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donde eiφj , j = 1, . . . , Nc son los valores propios de Ω y
ρˆ(φ) :=
∫
SU(Nc)
DΩ ρ(Ω) 1
Nc
Nc∑
j=1
2πδ(φ− φj) . (5.62)
A temperatura suficientemente pequen˜a, la distribucio´n del loop de Polyakov se en-
cuentra muy cercana a la medida de Haar de SU(Nc).
6 En este caso la funcio´n ρˆ(φ) es
simplemente
ρˆ(φ) = 1− 2(−1)
Nc
Nc
cos (Ncφ) . (5.63)
Introduciendo ec. (5.63) en ec. (5.61) se obtienen fa´cilmente las siguientes fo´rmulas para el
promedio sobre la medida de Haar de SU(Nc)
〈trc(−Ω)n〉SU(Nc) =

Nc , n = 0
−1 , n = ±Nc
0 , otro caso
. (5.64)
5.4.3. Solucio´n de la problema´tica
Si aplicamos este formalismo al condensado de quarks, nuestro modelo conduce a7
〈qq〉T =
∞∑
n=−∞
1
Nc
〈trc(−Ω)n〉〈q(x0)q(0)〉|x0=inβ . (5.65)
Si tenemos en cuenta ec. (5.64), observamos que en nuestro modelo el loop de Polyakov
no so´lo permite eliminar los te´rminos que rompen trialidad, sino que las contribuciones
te´rmicas esta´n suprimidas en Nc en relacio´n al valor de temperatura cero, tal y como se
espera de TQP. Esto resuelve la problema´tica que discutimos en la seccio´n 5.3.
El condensado de quarks a temperatura finita, a un loop de quarks es
〈qq〉T = 〈qq〉T=0 + 2M
2T
π2Nc
K1(NcM/T ) + · · · T pequen˜o∼ 〈qq〉T=0 + 4
(
MT
2πNc
)3/2
e−NcM/T .
(5.66)
Los puntos indican efectos gluo´nicos o del mar de quarks de orden superior. Notar que
debido a la supresio´n exponencial, las correcciones te´rmicas de o´rden ma´s bajo a nivel
de un loop de quarks comienzan so´lo a temperaturas cercanas a la transicio´n de fase de
desconfinamiento. Hemos denominado a este efecto el enfriamiento de Polyakov [99, 100],
ya que es generado por el promedio de los loops de Polyakov sobre el grupo. Esto significa
que en la aproximacio´n quenched, no se debe de esperar ningu´n efecto te´rmico importante
sobre los observables de los quarks por debajo de la transicio´n de fase, y el cambio ma´s
grande deber´ıa de provenir de loops de bosones pseudoescalares a bajas temperaturas.
Esto es justo lo que se espera de TQP. Veremos ma´s adelante co´mo estas propiedades se
modifican en presencia del determinante fermio´nico.
6Esto se justificara´ en sec. 5.6.2.
7 La fo´rmula (5.65) es la ana´loga a ec. (5.48), pero considerando la fase no abeliana Ω y el promedio
sobre el grupo.
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5.5. Lagrangiano Quiral a Temperatura Finita
La estructura de QCD a bajas energ´ıas se puede describir muy bien en teor´ıa quiral
de perturbaciones. El desarrollo quiral corresponde a un desarrollo en potencias de los
momentos externos de los campos. Los campos pseudoescalares U son de orden O(p0), los
campos vector Vµ, axial Aµ y cualquier derivada ∂µ son de orden O(p). Los campos externos
escalar S, pseudoescalar P y la matriz de masa de los quarks m̂0 son de orden O(p2).
Como se muestra en trabajos previos a temperatura cero [105, 106, 107, 108, 109], los
modelos de quarks quirales permiten entender de un modo cuantitativo y microsco´pico
la estructura del lagrangiano efectivo a bajas energ´ıas que se deduce de TQP para los
mesones pseudoescalares a nivel a´rbol. En concreto, proporcionan valores nume´ricos para
las contribuciones de orden ma´s bajo en Nc de las constantes de baja energ´ıa.
En esta seccio´n vamos a extender los resultados de temperatura cero a temperatura
finita, y consideraremos la influencia del loop de Polyakov. Siguiendo el me´todo desarrollado
en el cap´ıtulo 2, y que ya aplicamos en el cap´ıtulo 3 para el ca´lculo de la accio´n efectiva
de QCD en el re´gimen de temperatura alta, se puede escribir la estructura del lagrangiano
efectivo a baja energ´ıa para los mesones pseudoescalares a temperatura finita a nivel a´rbol,
mediante un desarrollo de tipo heat kernel para los modelos de quarks quirales a nivel de
un loop. En TQP a temperatura finita se considera en general que las constantes de baja
energ´ıa son independientes de la temperatura. E´sta es una suposicio´n bastante razonable,
ya que la aplicabilidad de TQP se basa en la existencia de un gap de masa entre los bosones
de Goldstone y el resto del espectro hadro´nico. Para mesones no extran˜os el gap viene dado
por la masa del meso´n ρ,MV , de modo que es de esperar que la dependencia en temperatura
de las constantes de baja energ´ıa sea del orden de e−MV /T . En un modelo quark quiral,
los mesones pseudoescalares son part´ıculas compuestas de quarks constituyentes con una
masa M , y los efectos te´rminos tambie´n deber´ıan de influir en su estructura microsco´pica.
El ca´lculo que realizaremos en esta seccio´n va a permitir analizar esto de una manera
cuantitativa.
5.5.1. Estructura del lagrangiano
El ca´lculo del lagrangiano quiral efectivo a temperatura finita en los modelos de quarks
quirales se limita, desde un punta de vista te´cnico, al ca´lculo de trazas en espacio de Dirac
y en espacio de sabor. En el ape´ndice D se hace en detalle. Mostraremos aqu´ı el resultado
final.
El lagrangiano efectivo a baja energ´ıa escrito en la notacio´n de Gasser-Leutwyler [27]
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y en espacio eucl´ıdeo se escribe
L∗(0)q =
2Nf
(4π)2
〈trcJ−2(Λ,M, ν̂)〉 , (5.67)
L∗(2)q =
f ∗π
2
4
trf
(
D̂µU
†D̂µU − (χ†U + χU †)
)
, (5.68)
L∗(4)q = −L∗1(trf (D̂µU †D̂µU))2 − L∗2trf(D̂µU †D̂νU)trf(D̂µU †D̂νU)
−L∗3trf (D̂µU †D̂µUD̂νU †D̂νU)− L
∗
3trf(D̂0U
†D̂0UD̂µU †D̂µU)
+L∗4trf(D̂µU
†D̂µU)trf(χ†U + χU †)
+L∗5trf(D̂µU
†D̂µU(χ†U + U †χ)) + L
∗
5trf (D̂0U
†D̂0U(χ†U + U †χ))
+L
∗′
5 trf(D̂0D̂
0U †χ+ D̂0D̂0Uχ†)− L∗6(trf (χ†U + χU †))2 − L∗7(trf(χ†U − χU †))2
+L
∗′
trf(U
†D̂0D̂
0U − UD̂0D̂0U †)trf(χ†U − χU †)
−L∗8trf (χ†Uχ†U + χU †χU †)
−L∗9trf (FRµνD̂µU †D̂νU + FLµνD̂µUD̂νU †)
−L∗9trf (ERi (D̂0U †D̂iU − D̂iU †D̂0U) + ELi (D̂0UD̂iU † − D̂iUD̂0U †))
−L∗′9 trf (D̂0ERi U †D̂iU + D̂0ELi UD̂iU †)
+L∗10trf(U
†FLµνUF
µνR)
+H∗1 trf((F
R
µν)
2 + (FLµν)
2) +H
∗
1trf ((E
R
i )
2 + (ELi )
2)−H∗2 trf(χ†χ) . (5.69)
trf es la traza en espacio de sabor. Las derivadas covariantes quirales son
D̂µU = D
L
µU − UDRµ = ∂µU + lµU − Urµ, (5.70)
FRµν = [D
R
µ , D
R
ν ] = ∂µrν − ∂νrµ + [rµ, rν ],
FLµν = [D
L
µ , D
L
ν ] = ∂µlν − ∂νlµ + [lµ, lν ],
donde rµ = Vµ + Aµ, y lµ = Vµ − Aµ. 〈. . .〉 indica promedio sobre el grupo gauge de
color SU(Nc). La estructura de este lagrangiano resulta bastante interesante. Por una
parte existen te´rminos que se pueden escribir como los del lagrangiano a temperatura cero,
pero con acoplamientos efectivos dependientes de la temperatura. Adema´s de estos, existen
nuevos te´rminos que rompen invariancia Lorentz. Curiosamente, en el lagrangiano aparecen
menos te´rminos del segundo tipo de los que en un principio se podr´ıa pensar en base a
las simetr´ıas conocidas. Todav´ıa no entendemos del todo este hecho, que parece sugerir la
existencia de alguna simetr´ıa accidental. Si bien sospechamos que esta simetr´ıa existe so´lo
a un loop, ser´ıa interesante encontrarla expl´ıcitamente.
5.5.2. LEC para el modelo de Nambu–Jona-Lasinio
Si bien e´sta es la estructura general que se ha encontrado para los modelos de quarks
quirales, los valores de los coeficientes de baja energ´ıa dependen del modelo en particular.
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Mostramos aqu´ı los valores de las constantes de baja energ´ıa (LEC) obtenidas para el
modelo de Nambu–Jona-Lasinio. Para evitar complicaciones con el loop de Polyakov, hemos
considerado el modelo NJL sin integracio´n de los campos de esp´ın 1 (vector y axial).8
L∗(0)q =
2Nf
(4π)2
〈trcJ−2〉 , f ∗π2 =
M2
4π2
〈trcJ0〉 , f ∗π2B∗0 =
M
4π2
〈trcJ−1〉 ,
L∗1 =
M4
24(4π)2
〈trcJ2〉 , L∗2 = 2L∗1 , L∗3 = −8L∗1 +
1
2
L∗9 ,
L
∗
3 = −
M2
6(4π)2
〈trcJ 1〉 , L∗4 = 0 , L∗5 =
M
2B∗0
(
f ∗π
2
4M2
− 3L∗9
)
,
L
∗
5 =
1
2
L
∗
3 , L
∗′
5 =
1
2
L
∗
3 , L
∗
6 = 0 , L
∗
7 =
1
8Nf
(
− f
∗
π
2
2B∗0M
+ L∗9
)
,
L
∗′
= − 1
4Nf
L
∗
3 , L
∗
8 =
1
16B∗0
(
1
M
− 1
B∗0
)
f ∗π
2 − 1
8
L∗9 , (5.71)
L∗9 =
M2
3(4π)2
〈trcJ1〉 , L∗9 = −L
∗
3 , L
∗′
9 = −L
∗
3 , L
∗
10 = −
1
2
L∗9 ,
H∗1 = −
f ∗π
2
24M2
+
1
4
L∗9 , H
∗
1 = −
1
6(4π)2
〈trcJ 0〉 , H∗2 = −
f ∗π
2
8B∗20
+
1
4
L∗9 ,
donde las integrales Jl esta´n definidas en ecs. (D.22)-(D.26). Los coeficientes de Gasser-
Leutwyler esta´ndar se pueden expresar en te´rminos de f ∗2π , B
∗
0 , L
∗
1 y L
∗
9, o de manera equi-
valente, en te´rminos de las integrales 〈trcJ−1〉, 〈trcJ0〉, 〈trcJ1〉 y 〈trcJ2〉. Notar que todos
los te´rminos que rompen la simetr´ıa Lorentz, excepto H
∗
1, son proporcionales.
Si el loop de Polyakov Ω se considera igual a la unidad, las expresiones (5.71) siguen
siendo va´lidas, salvo por el hecho de que el promedio en el grupo y la traza de color deben
sustituirse por un factor Nc.
5.5.3. LEC para el Modelo Quark Espectral
En este modelo se debe hacer un promedio sobre la masa constituyente de los quarks
con una funcio´n espectral ρ(ω) que actu´a como peso (ver sec. 5.2.2). Notar que M no
so´lo aparece como argumento de las integrales Jl, sino que tambie´n aparece en forma de
factores multiplicativos. Esto dara´ lugar a un nu´mero mayor de funciones independientes
8En el cap´ıtulo 6 se calculara´ la accio´n efectiva del modelo NJL generalizado a temperatura cero con
integracio´n en estos campos.
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en comparacio´n con el modelo NJL.
L∗(0)q =
2Nf
(4π)2
〈trcJ−2〉 , f ∗π2 =
1
4π2
〈ω2trcJ0〉 , f ∗π2B∗0 =
1
4π2
〈ωtrcJ−1〉 ,
L∗1 =
1
24(4π)2
〈ω4trcJ2〉 , L∗9 =
1
3(4π)2
〈ω2trcJ1〉 , L∗3 = −
1
6(4π)2
〈ω2trcJ 1〉 ,
L∗5 =
1
2(4π)2B∗0
(〈ωtrcJ0〉 − 〈ω3trcJ1〉) ,
L∗7 =
1
2(4π)2Nf
(
− 1
2B∗0
〈ωtrcJ0〉+ 4π2L∗9
)
,
L∗8 =
1
4(4π)2B∗0
〈ωtrcJ0〉 − f
∗
π
2
16B∗20
− 1
8
L∗9 ,
H∗1 = −
1
6(4π)2
〈trcJ0〉+ 1
4
L∗9 ,
H
∗
1 = −
1
6(4π)2
〈trcJ 0〉 ,
H∗2 =
1
2(4π)2B∗0
(
1
B∗0
〈trcJ−1〉 − 〈ωtrcJ0〉
)
− f
∗
π
2
8B∗20
+
1
4
L∗9 . (5.72)
Para simplificar la notacio´n, con 〈. . .〉 indicamos tanto el promedio sobre el loop de Polyakov
como el promedio espectral
∫
C dωρ(ω) . . . . El resto de coeficientes satisfacen las mismas
relaciones geome´tricas que se obtuvieron para el modelo NJL. En ambos modelos se obtiene
la relacio´n
L∗7 = −
1
Nf
(
f ∗π
2
16B∗20
+ L∗8
)
. (5.73)
Podemos calcular expl´ıcitamente las integrales haciendo uso del esquema de dominancia
vectorial de la funcio´n espectral ρ(ω) (ver sec. 7.4 y ref. [101]). Despue´s de calcular el
promedio en el grupo SU(Nc), se obtiene
〈trcJ−2〉 = −Nc
2
ρ′4 −
2M4V
3x4V
(
48 + 24xV + 6x
2
V + x
3
V
)
e−xV /2 ,
〈trcJ−1〉 = Ncρ′2 −
2M2V
3x2V
(
12 + 6xV + x
2
V
)
e−xV /2 ,
〈ωtrcJ−1〉 = ρ′3
(
Nc − 2e−xS/2
)
,
〈trcJ0〉 = −Nc(ρ0 + ρ′0) + 2γE − 4 log(4) + 4 log(xV )− 2ψ(5/2)
− x
5
V
1800
1F2
[
{5
2
}, {7
2
,
7
2
},
(xV
4
)2]
−x
2
V
12
2F3
[
{1, 1}, {−1
2
, 2, 2},
(xV
4
)2]
,
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〈ωtrcJ0〉 = −Ncρ′1 −
2ρ′3
M2S
(2 + xS)e
−xS/2 ,
〈ω2trcJ0〉 = −Ncρ′2 −
M2V
6
(2 + xV )e
−xV /2 ,
〈ω2trcJ1〉 = Ncρ0 − 1
6
(
12 + 6xV + x
2
V
)
e−xV /2 ,
〈ω3trcJ1〉 = −ρ
′
3x
2
S
2M2S
e−xS/2 ,
〈ω4trcJ2〉 = Ncρ0 − 1
24
(
48 + 24xV + 6x
2
V + x
3
V
)
e−xV /2 ,
〈trcJ 0〉 = −1
3
(
12 + 6xV + x
2
V
)
e−xV /2 ,
〈ω2trcJ 1〉 = −x
2
V
12
(2 + xV )e
−xV /2 , (5.74)
con la notacio´n
xV := NcβMV , xS := NcβMS , (5.75)
donde MV es la masa del meso´n vectorial (masa del ρ), y MS es la masa del escalar.
pFq[a1, . . . , ap; b1, . . . , bq; z] son las funciones hipergeome´tricas generalizadas [52].
5.6. Correcciones de orden superior
En las secciones 5.4 y 5.5 hemos considerado los modelos de quarks quirales a nivel
de un loop de quarks. Esto corresponde a la aproximacio´n quenched dentro del modelo.
Asimismo se ha hecho uso de que a temperaturas suficientemente pequen˜as basta con
considerar el promedio sobre el grupo gauge de color SU(Nc). En esta seccio´n discutiremos
algunas consecuencias importantes que se obtienen al ir ma´s alla´ de estas aproximaciones.
5.6.1. Ma´s alla´ de un loop de quarks
El ir ma´s alla´ de la aproximacio´n de un loop de quarks puede conducir a ca´lculos
bastante tediosos (ver refs. [110, 111] para ca´lculos expl´ıcitos del modelo NJL esta´ndar
sin loop de Polyakov). Aqu´ı no nos vamos a preocupar de hacer un ca´lculo expl´ıcito, no
obstante se pueden deducir algunas consecuencias importantes basadas en ciertas reglas de
contaje en Nc a temperatura finita.
Consideremos, por ejemplo, el diagrama a tres loops de la figura 5.2, que contribuye
al condensado quiral en el modelo NJL en te´rminos de los propagadores de los quarks. La
contribucio´n de este diagrama se escribe9
Fig.(2a) =
∑
w(1),w(2),w(3)
S(w(1))⊗ S(w(1))⊗ S(w(2))⊗ S(w(3))⊗ S(w(1) + w(3) − w(2)) .
9Por simplicidad, escribimos u´nicamente las frecuencias de Matsubara.
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Figura 5.2: Diagrama t´ıpico ma´s alla´ de un loop para el operador del condensado de quarks
qq. Las l´ıneas de los quarks con momentos independientes pueden dar n vueltas alrededor
del tiempo eucl´ıdeo compactificado, dando lugar al factor de Fermi-Polyakov (−Ω)n. La
conservacio´n de trialidad solamente permite que las l´ıneas internas de quark-antiquark den
una u´nica vuelta y en sentidos opuestos, lo cual genera una supresio´n exponencial e−2Mβ
para el diagrama a). Una supresio´n similar ocurre para el diagrama b) si las vueltas del
quark-antiquark ocurren en cada una de las burbujas. El diagrama c) se corresponde con
una suma de todos los estados intermedios con los mismos nu´meros cua´nticos, y puede
interpretarse como la l´ınea de un meso´n.
Haciendo uso de la fo´rmula de Poisson para la sumatoria, ec. (2.36), y yendo a espacio
eucl´ıdeo se tiene
Fig.(2a) =
∑
n1,n2,n3
〈Ωn1+n2+n3〉
∫ ∞
−∞
dτ1dτ3 S(τ1)⊗ S(−τ1 − τ3 + n1β + n3β)⊗
⊗S(−τ3 + n2β + n3β)⊗ S(τ3)⊗ S(τ3 − n3β)
β→∞∼
∑
n1,n2,n3
〈Ωn1+n2+n3〉e−βM(|n1|+|n2|+|n3|) . (5.76)
La conservacio´n de trialidad para este diagrama implica, n1 + n2 + n3 = kNc, y el valor
mı´nimo del exponente se consigue con n1 = n2 = n3 = 0, que es la contribucio´n de tempe-
ratura cero. La primera correccio´n te´rmica a temperatura pequen˜a viene dada por n1 = 0,
n2 = −n3 = 1, de modo que el diagrama a 3 loops de fig.(2a) se encuentra suprimido en
un factor ∼ e−2βM , en comparacio´n con la supresio´n de un loop de quarks ∼ e−NcβM . Una
supresio´n te´rmica similar se obtiene si introducimos la suma esta´ndar sobre burbujas, que
puede acoplarse a los nu´meros cua´nticos de los mesones transformando el argumento del
exponente en 2M → Mqq. Obviamente, esta contribucio´n resulta ma´s importante para el
pio´n ma´s ligero. En realidad, el diagrama quark-meso´n de la fig.(2b) es similar al diagrama
bosonizado de dos loops que se muestra en fig.(2c). Para este diagrama bosonizado los
argumentos previos resultan ma´s simples, ya que el nu´mero de loops es igual al nu´mero de
propagadores de quarks. El operador de polarizacio´n del pio´n, proporcional al propagador
del pio´n, se puede tomar a temperatura cero, ya que la supresio´n ma´s importante viene de
las l´ıneas de quarks que no esta´n acopladas a los nu´meros cua´nticos del pio´n.
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Para un diagrama bosonizado con L loops de quarks, tenemos que considerar L gene-
ralizaciones de las correcciones a nivel de un loop de quarks, ec. (5.58). El ana´lisis es ma´s
simple en espacio de coordenadas. En lugar del nu´mero total de propagadores de quarks,
consideramos la suma de Poisson de L propagadores. Esto se puede hacer mediante la
fo´rmula
∞∑
n,m=−∞
∫ β
0
dx4F (x4 + nβ +mβ) =
∞∑
n=−∞
∫ ∞
−∞
dx4F (x4 + nβ) . (5.77)
Esto significa que es posible eliminar tantas sumas de Poisson como integrales en coor-
denadas aparecen en las expresiones. Haciendo uso de L = I − (V − 1) y 4V = E + 2I
tenemos10 ∏L
i=0
∫
d4ziG
2L
∑
n1,...,nL
∏L
i=1
(−Ω)niS(~xi, ti + iniβ) . (5.78)
En realidad, esta regla no depende de la forma precisa de la interaccio´n de los quarks. A
bajas temperaturas, cada l´ınea de quark con un ı´ndice de Poisson independiente genera
una supresio´n dada por una masa constituyente de quark. Por tanto, la contribucio´n a un
observable se puede descomponer esquema´ticamente del siguiente modo
OT =
∑
L
∑
n1,...,nL
On1...nL〈Ωn1+...nL〉 e−Mβ(|n1|+···+|nL|) . (5.79)
La conservacio´n de trialidad de la medida Ω→ zΩ a este nivel conduce a
n1 + · · ·+ nL = kNc (5.80)
con k = 0, 1, 2, . . . . El te´rmino dominante en el desarrollo de ec. (5.79) es aquel para el que
n1 = . . . = nL = 0 con un nu´mero arbitrario de loops de quarks L, y se corresponde con
la contribucio´n de temperatura cero. Adema´s, se ve que para L = 1 u´nicamente se tienen
contribuciones de n1 = kNc, lo cual da lugar a correcciones e
−NcMβ, que permiten reprodu-
cir los resultados de las secciones 5.4 y 5.5. A partir de la ec. (5.79) podemos ver co´mo se
organiza el desarrollo te´rmico para temperaturas bajas. Las contribuciones te´rmicas ma´s
importantes vienen de minimizar
∑L
i=1 |ni|, sujeto al requerimiento de conservacio´n de tria-
lidad, ec. (5.80). A temperatura finita y para Nc ≥ 3 se tiene que la primera correccio´n
te´rmica viene dada por L = 2 y n1 = −n2 = 1 con n3 = . . . = nL = 0, lo cual da el factor
e−2βM y se corresponde con un estado meso´nico qq. Esta contribucio´n esta´ suprimida por
un factor 1/Nc en relacio´n con la contribucio´n de temperatura cero. Para Nc = 3 el siguien-
te te´rmino en el desarrollo corresponder´ıa a L ≥ 3 y n1 = n2 = n3 = 1, lo cual da lugar a
una supresio´n te´rmica e−NcβM . Para Nc ≥ 5 se tendr´ıa L ≥ 4 con n1 = −n2 = n3 = n4 = 1
10L es el nu´mero de loops de quarks, V el nu´mero de ve´rtices, I el nu´mero de l´ıneas de quarks y E el
nu´mero de patas externas.
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y n5 = . . . = nL = 0. Si consideramos el caso Nc = 3 se tiene
11
Zq¯q ∼ 1
Nc
e−2M/T , (5.81)
Zqqq ∼ e−NcM/T , (5.82)
Zqqqq¯q ∼ 1
Nc
e−(2+Nc)M/T , (5.83)
. . . (5.84)
Z(q¯q)NM (qqq)NB ∼
1
NNMc
e−(2NM+NBNc)M/T . (5.85)
Obviamente, para Nc = 3 la contribucio´n del loop meso´nico es ma´s dominante que la
del loop bario´nico. Los argumentos previos se han hecho sin tener en cuenta el efecto de
confinamiento de los quarks, de modo que en realidad deber´ıamos considerar la masa f´ısica
del meso´n m, y en este caso se tendr´ıa
OT = OT=0 +
∑
m
Om 1
Nc
e−m/T +
∑
B
OB e−MB/T + · · · . (5.86)
As´ı es como funciona la dualidad quark-hadro´n en los modelos de quarks quirales a tempera-
tura finita. Como vemos, las contribuciones de los loops pio´nicos son las ma´s importantes,
incluso si se tiene en cuenta que esta´n suprimidas en 1/Nc. La siguiente contribucio´n al
observable total a temperatura finita viene dada por los estados meso´nicos sucesivos. En su
conjunto, esto es lo que se espera como consecuencia de la inclusio´n del loop de Polyakov
en los modelos de quarks quirales, teniendo en cuenta la proyeccio´n sobre el sector singlete
de color invariante gauge.
En definitiva, a temperatura finita se tiene una supresio´n esta´ndar 1
Nc
e−2M/T prove-
niente de loops meso´nicos y una supresio´n e−NcM/T de loops bario´nicos. Obviamente, las
contribuciones ma´s importantes para Nc grande o T pequen˜o son las debidas a loops
meso´nicos.
La discusio´n anterior esta´ centrada en observables que contienen quarks. Para el valor
esperado del loop de Polyakov, por ejemplo, se tiene∑
L
∑
n1,...,nL
On1...nL〈Ω1+n1+···+nL〉e−Mβ(|n1|+···+|nL|) (5.87)
y
1 + n1 + · · ·+ nL = kNc . (5.88)
La contribucio´n te´rmica de orden ma´s bajo (no existe contribucio´n de temperatura cero)
es n1 = −1, n2 = . . . = nL = 0, que se corresponde con un u´nico loop de antiquark que
11En el caso en que no se considerara la existencia del loop de Polyakov, se tendr´ıa ZqNq (q¯q)NM ∼
1
N
NM
c
e−(2NM+Nq)M/T , de modo que las contribuciones de orden ma´s bajo corresponder´ıan a estados de un
quark.
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apantalla la carga del loop de Polyakov test. Este te´rmino escala como e−M/T . Al contrario
que para observables con quarks como el condensado quiral, este comportamiento no se
ve afectado por loops pio´nicos. En sec. 5.6.4 obtendremos expresiones expl´ıcitas para estos
observables en el modelo NJL.
5.6.2. Correcciones gluo´nicas
Hasta ahora hemos considerado simplemente una integracio´n sobre la medida del grupo
gauge. Desafortunadamente, no conocemos ningu´n argumento general por el cual tenga
que existir una supresio´n exponencial de los grados de libertad gluo´nicos a temperaturas
bajas, y por tanto dejando la medida de Haar como u´nico vestigio de los gluones. No
obstante, los resultados basados en desarrollos con acoplamientos grandes [112, 113] y en
la aproximacio´n de gluones masivos a un loop [114, 115] proporcionan esta supresio´n, y de
hecho los resultados recientes en el ret´ıculo confirman una sorprendente universalidad en
todas las representaciones de los grupos, y favorece el mecanismo dominante del promedio
simple sobre el grupo [94].
De manera ma´s espec´ıfica, de los datos del ret´ıculo [94] y de la medida del grupo se
encuentra que
〈|trcΩ|2〉 = 1 , (5.89)
en la fase de confinamiento, o de manera equivalente 〈t̂rc Ω̂〉 = 0, para la representacio´n
adjunta. Notar que en la aproximacio´n de campo medio [104] 〈|trc Ω|2〉 se anula, debido a
la ausencia de fluctuaciones.
El potencial gluo´nico a orden ma´s bajo que se deduce del desarrollo con acoplamientos
grandes viene dado por [112, 113]
ΓG[Ω] = Vglue[Ω] · a3/T = −2(d− 1) e−σa/T
∣∣trcΩ∣∣2 , (5.90)
paraNc = 3 con la tensio´n de la cuerda σ = (425MeV)
2. A nivel de campo medio Vglue[Ω] da
lugar a una transicio´n de fase de primer orden con el acoplamiento cr´ıtico 2(d−1)e−σa/TD =
0,5153. Se puede fijar la temperatura de transicio´n a su valor emp´ırico TD = 270MeV me-
diante la eleccio´n a−1 = 272MeV [104]. La masa correspondiente es mG = σa = 664MeV.
A temperaturas pequen˜as se puede desarrollar la exponencial en potencias de la accio´n
gluo´nica
e−ΓG[Ω] = 1− ΓG[Ω] + 1
2
ΓG[Ω]
2 + · · · , (5.91)
lo que genera una supresio´n exponencial del tipo e−mG/T . Esto da lugar a la siguiente
fo´rmula de masas para el argumento de Boltzmann en la exponencial
M = nNcMq +mMq¯q + lmG , (5.92)
que muestra claramente que las contribuciones te´rmicas de orden ma´s bajo a temperaturas
bajas vienen dadas nuevamente por los loops te´rmicos pio´nicos, lo cual corresponde a tomar
n = l = 0 y m = 1, pues NcMq ≫ mG ≫ Mqq = mπ. Notar que nume´ricamente, incluso la
contribucio´n de dos loops pio´nicos resultar´ıa ma´s importante que las correcciones gluo´nicas.
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En una serie de trabajos recientes [114, 115] se ha obtenido la ecuacio´n de estado para
un gas de gluones masivos con una masa dependiente de temperatura en presencia del loop
de Polyakov, lo cual permite reproducir los datos del ret´ıculo de manera bastante precisa
por encima de la transicio´n de fase. La densidad de energ´ıa de vac´ıo se escribe
Vglue[Ω] = T
∫
d3k
(2π)3
t̂rc ln
[
1− e−βωkΩ̂
]
, (5.93)
donde ωk =
√
k2 +m2G, con mG la masa del gluo´n. La dependencia en temperatura que se
considera en estos trabajos es mG(T ) = Tg(T )
√
2, que en la transicio´n de fase (T = TD)
toma el valor mG(TD) = 1,2−1,3 TD. Si se toma un valor constante para la masa del gluo´n
por debajo de la transicio´n de fase, a bajas temperaturas se obtiene
Vglue[Ω] = −T
∞∑
n=1
1
n
(|trc Ωn|2 − 1) ∫ d3k
(2π)3
e−nβωk , (5.94)
donde se ha hecho uso de la identidad
t̂rc Ω̂
n = |trcΩn|2 − 1 . (5.95)
Haciendo uso de la representacio´n asinto´tica de las funciones de Bessel, se obtiene una
supresio´n similar a la que se encuentra en el l´ımite de acoplamientos grandes.
5.6.3. Correcciones locales en el loop de Polyakov
Vamos a considerar aqu´ı un tratamiento preliminar de las correcciones locales en el loop
de Polyakov. Hasta ahora se ha considerado un campo Ω constante en el espacio. De manera
general, el loop de Polyakov depende tanto del tiempo eucl´ıdeo como de las coordenadas
espaciales. En el gauge de Polyakov la dependencia en tiempo eucl´ıdeo es simple, pero
au´n queda una dependencia en coordenadas que es desconocida. En tal caso, las reglas
anteriores deben ser modificadas, ya que las inserciones del loop de Polyakov llevara´n un
momento, y el resultado depende de su ordenamiento. Si seguimos considerando, como
hasta ahora, que el loop de Polyakov es la u´nica fuente de color en el problema, nos vamos
a encontrar con funciones de correlacio´n de loops de Polyakov. En la fase de confinamiento
es de esperar una descomposicio´n basada en la existencia de propiedades de agrupamiento
para cada par de variables. Por ejemplo, se tiene
〈trcΩ(~x1, β) trcΩ−1(~x2, β)〉 ≃ e−βσ|~x1−~x2| . (5.96)
Por tanto, valores muy diferentes en la coordenada espacial esta´n suprimidos, de modo
que tiene sentido considerar una aproximacio´n local dentro de la longitud de correlacio´n, y
desarrollar las funciones de correlacio´n en gradientes dentro de esta regio´n. En una primera
aproximacio´n, esto se corresponde con la sustitucio´n del volumen cuatridimensional por un
dominio de correlacio´n, mediante la regla
V =
1
T
∫
d3x −→ 1
T
∫
d3x e−σr/T =
8πT 2
σ3
. (5.97)
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En el lagrangiano quiral a bajas energ´ıas, que se obtiene desarrollando la accio´n efectiva
en derivadas de los campos meso´nicos, aparecen tambie´n gradientes del loop de Polyakov.
Este hecho se comenta en ref. [100]. En realidad, puesto que estamos acoplando el loop
de Polyakov de manera efectiva como un potencial qu´ımico de color dependiente de x,
nuestra aproximacio´n es similar a una generalizacio´n no abeliana de la aproximacio´n de
densidad local en teor´ıa de muchos cuerpos de f´ısica nuclear y materia condensada, dentro
del esp´ıritu de la teor´ıa del funcional de la densidad.
5.6.4. Resultados ma´s alla´ de la aproximacio´n quenched
En esta seccio´n nos proponemos ir ma´s alla´ de la aproximacio´n quenched en el ca´lculo
de algunos observables concretos, y para ello deberemos tener en cuenta la contribucio´n del
determinante fermio´nico. El modelo quark quiral completo con acoplamiento del loop de
Polyakov viene dado por ec. (5.60). La contribucio´n de los quarks a la funcio´n de particio´n
del modelo NJL se escribe como
ZQ[U,Ω] := e
−ΓQ[U,Ω] = Det(D) exp
(
−a
2
s
4
trf
∫
d4x (M − mˆ0)2
)
, (5.98)
que se obtiene a partir de ecs. (5.22)-(5.23) donde se ha aplicado la ecuacio´n del gap,
ec. (5.28). En la seccio´n 5.5 se calculo´ del determinante fermio´nico en presencia de un
loop de Polyakov (lentamente variable), como un desarrollo en momentos externos de los
campos
Det(D) = e−
∫
d4xL∗q(x) = exp
(
−
∫
d4x (L∗(0)q (x) + L∗(2)q (x) + L∗(4)q (x) + · · · )
)
. (5.99)
De acuerdo con la discusio´n de la seccio´n 5.6.3, la aproximacio´n de loop de Polyakov
lentamente variable tiene sentido en una regio´n donde existen correlaciones fuertes entre
loops de Polyakov. Para nuestros propo´sitos, bastara´ con considerar aqu´ı la contribucio´n
de vac´ıo L∗(0)q . En el modelo de NJL esta contribucio´n se escribe
L∗(0)q (x) = −
NcNf
(4π)2
∑
i
ci(Λ
2
i +M
2)2 log(Λ2i +M
2)
+
Nf
π2
(MT )2
∞∑
n=1
(−1)nK2(nM/T )
n2
(
trcΩ
n(x) + trcΩ
−n(x)
)
,
= L(0)q (T = 0) + L(0)q (Ω(x), T ) , (5.100)
que se obtiene a partir de ec. (5.67) y ec. (D.25). El lagrangiano se ha escrito separando
dos contribuciones: temperatura cero y temperatura finita. Esta u´ltima contiene el loop de
Polyakov. Notar que en este punto au´n no hemos considerado la integracio´n en el grupo
gauge SU(Nc), de modo que no escribimos los corchetes 〈. . .〉 como hicimos en la seccio´n 5.5.
En ec. (5.60) la integracio´n en DU la hemos realizado a nivel cla´sico, mediante el uso de las
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ecuaciones cla´sicas de movimiento del campo U , ec. (D.30), (para detalles, ver ape´ndice D).
La funcio´n de particio´n se puede escribir
Z =
∫
DΩ e−ΓG[Ω] exp
(
−
∫
d4x
{
a2s
4
trf(M − mˆ0)2 + L(0)q (T = 0) + L(0)q (Ω(x), T )
})
.
El valor esperado del loop de Polyakov se escribe
L =
1
Nc
〈trcΩ〉 = 1
NcZ
∫
DΩ e−ΓG[Ω]e−ΓQ[Ω] trcΩ(x) , (5.101)
donde no indicamos dependencia de ΓQ en U , pues nos limitamos a considerar L∗(0)q que
no tiene dependencia en los campos meso´nicos. El ca´lculo de ec. (5.101) puede hacerse
anal´ıticamente en el l´ımite de temperatura pequen˜a. En este re´gimen pueden despreciarse
las correcciones gluo´nicas e−ΓG[Ω] (ver seccio´n 5.6.2), de modo que en el promedio sobre el
grupo solamente contribuira´ la medida de Haar DΩ. Cuando T es suficientemente pequen˜o,
se puede considerar el desarrollo del te´rmino L(0)q (Ω, T ) en la exponencial de ec. (5.101). A
primer orden en este desarrollo aparecen las siguientes funciones de correlacio´n entre loops
de Polyakov12 ∫
d4x
∫
DΩ trcΩ(~x) trcΩ(~y) = 0 , (5.105)∫
d4x
∫
DΩ trcΩ(~x) trcΩ−1(~y) =
∫
d4x e−σ|~x−~y|/T =
8πT 2
σ3
. (5.106)
La primera expresio´n es cero por conservacio´n de trialidad. La segunda expresio´n constituye
la regla que mencionamos en ec. (5.97), que permite sustituir el cuadrivolumen infinito∫
d4x, por un volumen efectivo que especifica un dominio de correlacio´n 8πT 2/σ3. Con
todo esto se llega finalmente al siguiente resultado en el modelo NJL
L(T )
T pequen˜o∼ 4Nf
Ncσ3
√
2M3T 9
π
e−M/T . (5.107)
Notar que la trialidad no se preserva, debido a la presencia de quarks dina´micos, y la escala
relevante es la masa constituyente de los quarks. Gracias a esta supresio´n exponencial,
12Si se considera un loop de Polyakov independiente de x, se tiene la siguiente fo´rmula de integracio´n
sobre el grupo SU(Nc) ∫
DΩ ΩijΩ∗kl =
1
Nc
δikδjl , (5.102)
que conduce trivialmente a ∫
DΩ trcΩ trcΩ−1 = 1 . (5.103)
Al considerar correcciones locales, se tiene∫
DΩ trcΩ(~x) trcΩ−1(~y) = e−σ|~x−~y|/T . (5.104)
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esta´ justificado usar de manera efectiva el loop de Polyakov como un para´metro de orden
para la simetr´ıa del centro incluso en el caso unquenched. En realidad, nuestro ana´lisis
sugiere que un ca´lculo del loop de Polyakov en QCD completo podr´ıa constituir un me´todo
para extraer una masa constituyente de los quarks invariante gauge. En cualquier caso,
ser´ıa deseable disponer de datos en el ret´ıculo del loop de Polyakov para temperaturas
bajas, T ≤ 50MeV, con objeto de hacer un ana´lisis preciso.
Para el condensado de quarks, hacemos uso de
〈qq〉T = −f ∗2π B∗0 = −
M
4π2
〈trcJ−1〉 , (5.108)
que obtuvimos en ec. (5.71). Al tener en cuenta la contribucio´n del determinante fermio´nico,
se tiene
〈qq〉T = − M
4π2
1
Z
∫
DΩ e−ΓG[Ω]e−ΓQ[Ω] trcJ−1(M,Ω) . (5.109)
La expresio´n de J−1 viene dada en ec. (D.24). A partir de aqu´ı, el procedimiento para hallar
el comportamiento de 〈qq〉T a baja temperatura es ide´ntico al caso del valor esperado del
loop de Polyakov. En el re´gimen de T pequen˜o, nuevamente e−ΓG[Ω] se puede despreciar, y
podemos desarrollar el te´rmino L(0)q (Ω, T ) que aparece en e−ΓQ[Ω]. Teniendo en cuenta las
integrales (5.105)-(5.106), se llega a
〈qq〉T T pequen˜o∼ 〈qq〉T=0 + 8Nf
π2
M3T 6
σ3
e−2M/T . (5.110)
En el modelo quark espectral se obtiene el resultado de ec. (5.110), con la sustitucio´n
2M → MV (la masa del meso´n ρ), y un factor multiplicativo ligeramente diferente.
Como vemos, en el ca´lculo unquenched el enfriamiento de Polyakov persiste, aunque
es un poco menos efectivo que en el ca´lculo quenched. Este mismo ana´lisis se puede hacer
para otros observables, por ejemplo las constantes de baja energ´ıa del lagrangiano efectivo
quiral tienen un comportamiento LTi − LT=0i T pequen˜o∼ e−MV /T [100].
Finalmente, ser´ıa necesario incluir ma´s loops de quarks, o equivalentemente excitaciones
meso´nicas. Esto dar´ıa exactamente el resultado de TQP con piones sin masa dominando en
la regio´n de temperaturas pequen˜as. Por tanto, vemos que cuando el loop de Polyakov se
acopla de manera conveniente a los modelos de quarks quirales, se obtiene una explicacio´n
natural de los resultados encontrados hace tiempo en modelos puramente hadro´nicos.
5.7. Implicaciones sobre la transicio´n de fase de QCD
En la seccio´n 5.6 se hizo un estudio anal´ıtico del comportamiento a baja temperatura
del loop de Polyakov y del condensado quiral en QCD unquenched. Resultar´ıa interesan-
te estudiar el comportamiento que predice nuestro modelo para estos observables en la
regio´n de la transicio´n de fase, y para ello deberemos integrar nume´ricamente las ecuacio-
nes (5.101) y (5.109). A diferencia de nuestro tratamiento, en ref. [104] se hace un estudio
en la aproximacio´n de campo medio, en el cual la probabilidad de encontrar un loop de
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Polyakov dado es una funcio´n delta. La integral en el grupo permite tener en cuenta una
dispersio´n de esa probabilidad debido a efectos cua´nticos.
Para Nc = 3 el loop de Polyakov contiene dos variables independientes. En el gauge de
Polyakov, ∂0A0 = 0, se puede parametrizar como una matriz diagonal del siguiente modo
Ω = diag(eiφ1 , eiφ2, e−i(φ1+φ2)) . (5.111)
Con esta parametrizacio´n, podemos calcular la funcio´n de particio´n como
Z =
∫
DΩ e−ΓG[Ω]e−ΓQ[Ω] =
∫ π
−π
dφ1
2π
dφ2
2π
ρG(φ1, φ2)ρQ(φ1, φ2) , (5.112)
donde
DΩ e−ΓG[Ω] = dφ1
2π
dφ2
2π
ρG(φ1, φ2) , e
−ΓQ[Ω] = ρQ(φ1, φ2) . (5.113)
En ΓQ[Ω] no indicamos dependencia en los campos meso´nicos U , pues al igual que en
sec. 5.6.4 nos limitaremos a considerar la contribucio´n de vac´ıo L(0)q del lagrangiano quiral,
ec. (5.100). Para una funcio´n general f(Ω), se tiene
〈trcf(Ω)〉 = 1
Z
∫ π
−π
dφ1
2π
dφ2
2π
ρG(φ1, φ2)ρQ(φ1, φ2)(f(e
iφ1) + f(eiφ2) + f(e−i(φ1+φ2)))
=
1
Z
∫ π
−π
dφ1
2π
ρˆ(φ1)f(e
iφ1) , (5.114)
donde
ρˆ(φ1) = 3
∫ π
−π
dφ2
2π
ρG(φ1, φ2)ρQ(φ1, φ2) . (5.115)
Por invariancia gauge, tanto la medida de Haar DΩ, como las correcciones gluo´nicas e−ΓG[Ω],
las contribuciones fermio´nicas e−ΓQ[Ω], y trcf(Ω) son invariantes frente al intercambio de
los autovalores del loop de Polyakov. Esto permite expresar 〈trcf(Ω)〉 como una integral
en un u´nico para´metro, tal y como se expresa en ec. (5.114), con la funcio´n peso adecuada,
ec. (5.115).
En nuestro tratamiento consideramos la integracio´n sobre el grupo SU(3) y una minimi-
zacio´n con respecto aM , lo cual se corresponde con ec. (5.28). Esto u´ltimo permite calcular
la dependencia en temperatura de la masa constituyente, y de ah´ı obtener el condensado
quiral
〈qq〉T = −a
2
s
2
trf(M(T )− mˆ0) . (5.116)
Puesto que la constante de acoplamiento de cuatro quarks as parametriza informacio´n sobre
los gluones, deber´ıa de tener una dependencia en Ω. No obstante, as incorpora informacio´n
sobre todos los grados de libertad gluo´nicos, de modo que no deber´ıa de verse muy afectado
por la contribucio´n de Ω, donde Ω viene dado u´nicamente por la componente temporal de
los gluones.
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Figura 5.3: Dependencia en temperatura del condensado quiral 〈q¯q〉 en unidades relativas,
y del valor esperado del loop de Polyakov L = 〈trcΩ〉/Nc. El resultado esta´ndar de 〈qq〉T
se corresponde con el modelo NJL sin acoplamiento con el loop de Polyakov. Se compara
tambie´n por una parte con la aproximacio´n de campo medio de ref. [104], donde el loop de
Polyakov es cla´sico y esta´ acoplado con los quarks, y por otra con nuestro modelo basado
en la integracio´n sobre el grupo de color SU(3) y considerando correcciones locales en el
loop de Polyakov. Se muestra asimismo el comportamiento de L en gluodina´mica dentro
del esquema de desarrollo con acoplamientos grandes, ec. (5.90). Se ha considerado Nf = 2.
En fig. 5.3 se muestra el comportamiento del condensado quiral 〈qq〉T y el valor esperado
del loop de Polyakov L = 〈trcΩ〉/Nc en diferentes tratamientos del modelo NJL. Se compara
la prediccio´n esta´ndar del modelo NJL, con el ca´lculo en aproximacio´n de campo medio
de ref. [104], que corresponde a minimizar la energ´ıa de vac´ıo como funcio´n de la masa
constituyente M y del valor esperado del loop de Polyakov L. Comparamos asimismo
con el resultado que obtenemos al considerar una integracio´n en el loop de Polyakov Ω
con correcciones locales. En la figura se muestra adema´s el comportamiento de L que se
obtiene en gluodina´mica, con el modelo de ec. (5.90) en su tratamiento de campo medio,
lo cual conduce a una transicio´n de fase de primer orden en TD = 270MeV. En nuestros
ca´lculos estamos considerando el modelo quark quiral con dos sabores Nf = 2, y para la
masa desnuda de los quarks mˆ0 = diag(mu, md) consideramos el l´ımite en que hay simetr´ıa
de isosp´ın, mu = md ≡ mq. En los tres modelos hemos tomado mq = 5,5MeV, y a2s =
76,2 ·10−3GeV2. La integracio´n en momentos esta´ regulada por un cut-off ΛPV = 828MeV
con regularizacio´n de Pauli-Villars. Este valor es el que se necesita para reproducir el
valor experimental de la constante de desintegracio´n de´bil del pio´n fπ = 93,2MeV, con la
masa constituyente M = 300MeV. Para la tensio´n de la cuerda consideramos su valor a
temperatura cero σ = (425MeV)2. Este para´metro aparece cuando se calculan funciones
de correlacio´n de loops de Polyakov (por ejemplo, ec. (5.106)).
El efecto neto de la integracio´n sobre el grupo de color SU(3) consiste en un desplaza-
miento de la temperatura de transicio´n quiral a valores mayores, respecto a las tempera-
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Figura 5.4: Dependencia en temperatura de ∂〈q¯q〉/∂T y ∂L/∂T , obtenida con el modelo
NJL basado en la integracio´n sobre el grupo de color SU(3) y considerando correcciones
locales en el loop de Polyakov. Se ha tomado Nf = 2.
turas que se obtienen en los tratamientos esta´ndar y de campo medio. Por tanto, el modelo
basado en la integracio´n sobre el grupo de color proporciona un enfriamiento efectivo, no
so´lo en el re´gimen de temperaturas pequen˜as (ver secciones 5.4.3 y 5.6.4), sino tambie´n en
el re´gimen de la transicio´n de fase. Como se ve en fig. 5.3, el acoplamiento del modelo quark
quiral con gluodina´mica modifica la transicio´n de fase de primer orden de gluodina´mica
en una transicio´n de fase de segundo orden. Un estudio de la susceptibilidad de los para´-
metros de orden quiral 〈qq〉 y de desconfinamiento L, permite ver que con nuestro modelo
ambas transiciones de fase (quiral y de desconfinamiento) se producen simulta´neamente:
Tχ = TD = 256(1)MeV; (ver fig. 5.4).
En fig. 5.5 se compara el comportamiento del loop de Polyakov obtenido en nuestro
modelo, con ca´lculos en el ret´ıculo para QCD unquenched (Nf = 2) en la zona de transicio´n
de fase. Estos datos se han calculado en un ret´ıculo de taman˜o 163×4, conmq/T = 0,4 [22].
Se muestra asimismo el comportamiento del condensado quiral. Hemos comprobado que
una dependencia en temperatura de la tensio´n de la cuerda σ permite compatibilizar los
resultados de nuestro modelo con los obtenidos en el ret´ıculo. Esto conduce a un rango de
incertidumbre en la tensio´n de la cuerda, σ = 0,181± 0,085GeV2, que da cuenta en cierto
sentido de la incertidumbre existente en el modelo. En fig. 5.5 la banda de error asociada a
esta incertidumbre conduce a una temperatura de transicio´n de Tχ = TD = 255± 50MeV.
Si se ignoraran en el modelo las correcciones gluo´nicas dadas por ec. (5.90), no existir´ıa un
efecto apreciable por debajo de la transicio´n de fase, si bien e´sta aumentar´ıa en 30MeV,
un valor que se encuentra dentro de nuestra estimacio´n del error.
Con objeto de comprender el mecanismo de rotura de la simetr´ıa del centro en nuestro
modelo, podemos estudiar co´mo evoluciona la distribucio´n ρˆ(φ), ec. (5.115), a trave´s de la
transicio´n de fase, y observar expl´ıcitamente los efectos generados por las contribuciones
fermio´nicas e−ΓQ[Ω]. En fig. 5.6 se muestra esta evolucio´n. Por debajo de la transicio´n de
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Figura 5.5: Dependencia en temperatura del condensado quiral 〈q¯q〉 y del valor esperado
del loop de Polyakov L = 〈trcΩ〉/Nc, obtenido con el modelo NJL basado en la integracio´n
sobre el grupo de color SU(3) y considerando correcciones locales en el loop de Polyakov.
Se ha tomado Nf = 2. Las bandas de error corresponden a una incertidumbre en la tensio´n
de la cuerda σ = 0,181± 0,085GeV2. Se compara con los datos del ret´ıculo para QCD con
2 sabores, obtenidos en [22].
fase la funcio´n de distribucio´n ρˆ(φ) presenta tres mı´nimos en valores de φ equidistantes,
tal y como exige la simetr´ıa del centro Z(3). En este caso el determinante fermio´nico no
produce una modificacio´n importante. Cuando la transicio´n de fase tiene lugar, aparece
una concentracio´n interesante de a´ngulos en la regio´n cercana al origen φ = 0, debida a
los quarks, lo que genera una fuerte rotura de la simetr´ıa del centro. A medida que la
temperatura aumenta, la distribucio´n del loop de Polyakov tiende a ser ma´s picuda en
torno a φ = 0, y este pico domina la integral en φ. Notar que la distribucio´n ρˆG(φ) en
gluodina´mica no presenta rotura expl´ıcita de la simetr´ıa del centro para ningu´n valor de
T , de modo que el u´nico mecanismo posible en este caso es la rotura esponta´nea.
Nuestro modelo permite calcular el valor esperado del loop de Polyakov en otras repre-
sentaciones. En fig. 5.7 se muestra el comportamiento del valor esperado del loop de Polya-
kov en representacio´n adjunta, 〈t̂rcΩ̂〉/(N2c − 1). Para ello hemos hecho uso de la identidad
(5.95) con n = 1. De acuerdo con los datos del ret´ıculo obtenidos con el modelo matri-
cial de ref. [94], el valor esperado se anula por debajo de la transicio´n de fase. Notar que
este hecho no se cumple en el tratamiento de campo medio, para el cual se obtiene el
valor −1/(N2c − 1) (de ec. (5.95)). El considerar la integracio´n sobre el grupo conduce a
unos resultados acordes con lo que se espera de los estudios en el ret´ıculo. En fig. 5.7 se
muestra tambie´n el comportamiento del loop de Polyakov en representacio´n fundamental,
y la fluctuacio´n total del loop de Polyakov, que definimos como
δ ≡ 1
Nc
√
〈trcΩ trcΩ−1〉 − 〈trcΩ〉2 = 1
Nc
√
1 + 〈t̂rcΩ̂〉 − 〈trcΩ〉2 . (5.117)
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Figura 5.6: Dependencia en temperatura de la distribucio´n del loop de Polyakov ρˆ(φ),
ec. (5.115). ρˆG corresponde a la distribucio´n en gluodina´mica (sin contribucio´n de quarks)
procedente de la medida de Haar junto con el esquema del desarrollo en acoplamientos gran-
des a orden ma´s bajo, ec. (5.90), y ρˆG+Q incluye contribuciones de quarks de acuerdo con
el modelo NJL. Se toma Nf = 2. Se consideran tres temperaturas: T = 200, 255, 300MeV;
por debajo de la transicio´n de fase, en la transicio´n y por encima, respectivamente.
δ da cuenta de manera conjunta de las fluctuaciones en la parte real e imaginaria de Ω.
Esta fluctuacio´n tiende a cero a temperaturas grandes, lo cual es compatible con el hecho
de que la distribucio´n ρˆ(φ) se hace muy picuda en torno a φ = 0 en el re´gimen de T grande.
5.8. Conclusiones
En este cap´ıtulo hemos estudiado co´mo la introduccio´n del loop de Polyakov permite
resolver los problemas que presentan los modelos de quarks quirales a temperatura finita en
su tratamiento esta´ndar. Con objeto de preservar la invariancia gauge expl´ıcita a tempera-
tura finita es necesario mantener de un modo no perturbativo ciertos grados de libertad
gluo´nicos. En la pra´ctica, y en gauges particulares tales como el gauge de Polyakov, esto se
corresponde con tratar la componente cero del campo del gluo´n como un potencial qu´ımico
dependiente del color en el propagador del quark. Esto da lugar a una fuente de color que
va a generar todos los estados posibles de quarks, los cuales pueden no ser singletes de
color (incluso a bajas temperaturas, en la fase de confinamiento de color). Para evitar este
problema, es necesario proyectar sobre los estados f´ısicos que son singletes de color, lo cual
se consigue de un modo elegante haciendo la integral funcional sobre el campo Vc0 de un
modo que se preserve la invariancia gauge.
De este ana´lisis en la aproximacio´n quenched y a nivel de un loop de quarks, encon-
tramos que existe una supresio´n de los efectos te´rmicos en los observables hadro´nicos por
debajo de la transicio´n de fase, que surge de la conservacio´n de la trialidad en una fase
en que la simetr´ıa quiral esta´ esponta´neamente rota. A este efecto lo hemos denominado
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Figura 5.7: Dependencia en temperatura del valor esperado del loop de Polyakov en repre-
sentacio´n fundamental 〈trcΩ〉/Nc y en representacio´n adjunta 〈t̂rc Ω̂〉/(N2c−1), y fluctuacio´n
total del loop de Polyakov δ. Resultados obtenidos en el modelo NJL con integracio´n en el
grupo de color SU(3). Se considera Nf = 2.
enfriamiento de Polyakov de las excitaciones de los quarks. En particular, la transicio´n de
fase quiral no puede ocurrir antes que la transicio´n de desconfinamiento del color. En esta
situacio´n, el mayor cambio a bajas temperaturas en los observables tales como el conden-
sado de quarks debe de provenir de los loops de pseudoescalares, y quiza´s a temperaturas
intermedias de resonancias meso´nicas de orden mayor. Esto es precisamente lo que se es-
pera de TPQ o de las aproximaciones unitarias con inclusio´n efectiva de estos loops en las
resonancias.
Nuestros argumentos muestran tambie´n co´mo, debido al enfriamiento de Polyakov, los
modelos de quarks quirales se muestran de acuerdo con las suposiciones teo´ricas de TQP
a temperatura finita. Para ver co´mo se materializa esto en la pra´ctica hemos calculado el
lagrangiano quiral a temperatura finita a nivel de un loop de quarks y a nivel a´rbol para
los mesones. El lagrangiano resultante se puede descomponer en una parte con la misma
estructura que a temperatura cero, pero con constantes de baja energ´ıa dependientes de
la temperatura, y otra parte con nuevos te´rminos que rompen la invariancia Lorentz, que
surgen como consecuencia de que el ban˜o te´rmico esta´ en reposo. En cualquier caso, los
efectos te´rmicos en las constantes de baja energ´ıa a este nivel de aproximacio´n muestran el
enfriamiento de Polyakov. En otras palabras, por debajo de la transicio´n de fase cualquier
dependencia en temperatura sobre las constantes de baja energ´ıa a nivel a´rbol puede ser
despreciada. E´sta es precisamente la suposicio´n inicial de TQP.
En el cap´ıtulo hemos analizado algunas consecuencias que se obtienen al considerar
el tratamiento de los modelos de quarks quirales acoplados con el loop de Polyakov, ma´s
alla´ de un loop de quarks. Como consecuencia de la integracio´n en el grupo gauge de color
SU(Nc), encontramos que para observables que contienen quarks las contribuciones ma´s
importantes a temperaturas pequen˜as proceden de loops meso´nicos, con una supresio´n
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esta´ndar a bajas temperaturas de 1
Nc
e−2M/T . Los loops bario´nicos producen contribuciones
ma´s pequen˜as e−NcM/T . Un ana´lisis de las correcciones gluo´nicas permite ver que e´stas
tienden a contribuir de manera apreciable u´nicamente por encima de la transicio´n de fase.
Hemos estudiado co´mo se modifican los resultados al considerar la introduccio´n del
determinante de quarks en el ca´lculo de observables como el condensado quiral y el va-
lor esperado del loop de Polyakov, y se ha hecho asimismo un tratamiento preliminar de
las correcciones locales en el loop de Polyakov. Este determinante conduce a una rotura
expl´ıcita de la simetr´ıa del centro, que es ma´s acentuada a temperaturas grandes. E´ste es el
mecanismo por el cual el modelo quark acoplado con loop de Polyakov genera la transicio´n
de fase de desconfinamiento. Un ana´lisis de los resultados muestra que ambas transiciones
de fase (quiral y de desconfinamiento) se producen simulta´neamente. En el tratamiento
unquenched el enfriamiento de Polyakov persiste, aunque es menos efectivo que en el caso
quenched. El ca´lculo del valor esperado del loop de Polyakov en representacio´n adjunta es
un ejemplo de que el tratamiento del modelo quark con integracio´n en el grupo gauge de
color es ma´s adecuado que el tratamiento de campo medio de ref. [104].
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Cap´ıtulo 6
Tensor Energ´ıa-Impulso de Modelos
de Quarks Quirales a bajas energ´ıas
El tensor energ´ıa-impulso (TEI) juega un papel muy importante en teor´ıa cua´ntica de
campos, pues surge como una corriente de Noether del grupo de Poincare´. Es conservado
en todas las teor´ıas locales relativistas, incluso cuando no existen otras cargas conservadas.
En QCD, el TEI da cuenta de la interaccio´n de los quarks y gluones con los gravitones.
Desde un punto de vista fenomenolo´gico, las colisiones profundamente inela´sticas pro-
porcionan informacio´n relevante sobre la fraccio´n de momento que llevan los quarks y los
gluones dentro de un hadro´n a una escala dada [116]. Las determinaciones basadas en el
intercambio de un gravito´n esta´n fuera de lugar debido a que la constante de gravitacio´n
resulta pequen˜´ısima en comparacio´n con los procesos de´biles y fuertes. El factor de forma
gravitacional del pio´n se puede usar para determinar la anchura de desintegracio´n de un
boso´n de Higgs ligero en dos piones [117]. En el pasado hubo algunos intentos de calcular
el TEI en el ret´ıculo [118], pero no se han encontrado resultados de intere´s pra´ctico para
los elementos de matriz entre estados hadro´nicos con momentos diferentes.
En este cap´ıtulo vamos a estudiar la estructura del TEI en varios modelos de quarks
quirales.1 En concreto trataremos el Modelo Quark Constituyente, el Modelo de Nambu–
Jona-Lasinio (NJL) [29] y el Modelo de Georgi-Manohar (GM) [120]. El cap´ıtulo esta´ ba-
sado en la referencia [109].
6.1. Tensor Energ´ıa-Impulso
El tensor energ´ıa-impulso en cualquier teor´ıa se puede calcular an˜adiendo una me´trica
externa gµν(x) que se acople con los campos de materia de un modo completamente co-
variante. El TEI se obtiene de calcular la derivada funcional de la accio´n con respecto a
1Consideraremos gravedad de Einstein. Esto quiere decir que haremos uso de la conexio´n de Riemann,
definida sin torsio´n y preservando la me´trica. Una extensio´n a gravedad con torsio´n es posible [119].
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gµν(x), en torno a la me´trica plana ηµν ,
2
1
2
θµν(x) =
δS
δgµν(x)
∣∣∣
gµν=ηµν
(6.1)
donde
S =
∫
d4x
√−g L(x) . (6.2)
A nivel cua´ntico el comportamiento a alta energ´ıa de θµν se puede mejorar si se reali-
zan ciertas correcciones transversales convenientemente elegidas. Al hacer esto se pone de
manifiesto una anomal´ıa de la traza que relaciona θµµ con la divergencia de la corriente de
dilatacio´n, lo cual sen˜ala la rotura ano´mala de la invariancia de escala. Un valor esperado
diferente de cero para 〈0|θµµ|0〉 esta´ relacionado con la existencia de un condensado gluo´nico,
que genera identidades de Ward de escala [121].
En el desarrollo en potencias de los momentos externos de los campos que se considera
en Teor´ıa Quiral de Perturbaciones, los campos pseudoescalares U y la me´trica gµν son
orden O(p0). La estructura ma´s general de θµν hasta correcciones de orden cuatro, es [122]
θµν = θ
(0)
µν + θ
(2)
µν + θ
(4)
µν + · · · (6.3)
con
θ(0)µν = −ηµνL(0), (6.4)
θ(2)µν =
f 2π
2
〈DµU †DνU〉 − ηµνL(2), (6.5)
θ(4)µν = −ηµνL(4) + 2L4〈DµU †DνU〉〈χ†U + U †χ〉
+ L5〈DµU †DνU +DνU †DµU〉〈χ†U + U †χ〉
− 2L11
(
ηµν∂
2 − ∂µ∂ν
) 〈DαU †DαU〉
− 2L13
(
ηµν∂
2 − ∂µ∂ν
) 〈χ†U + U †χ〉
− L12
(
ηµαηνβ∂
2 + ηµν∂α∂β − ηµα∂ν∂β − ηνα∂µ∂β
) 〈DαU †DβU〉 ,
donde 〈A〉 = trA indica la traza en espacio de sabor. El desarrollo quiral del lagrangiano
presenta una estructura del tipo [122]
L = L(0) + L(2,g) + L(2,R) + L(4,g) + L(4,R) + · · · , (6.6)
donde el super´ındice g indica contribuciones me´tricas (acoplamiento mı´nimo con grave-
dad), y R indica contribuciones que contienen el tensor de curvatura de Riemann (o sus
contracciones). Las contribuciones me´tricas se pueden obtener directamente del ca´lculo del
lagrangiano quiral efectivo en espatio-tiempo plano. Sin embargo, los te´rminos con L11−L13
son contribuciones genuinas de curvatura, pues no se pueden obtener del caso plano. Estos
coeficientes de baja energ´ıa surgen a nivel hadro´nico debido a efectos cua´nticos.
2Usaremos el convenio η = diag(1,−1,−1,−
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6.2. Acoplamiento de un Modelo Quark con Grave-
dad
El acoplamiento de fermiones con gravedad es bien conocido [123], pero no en el contexto
de modelos de quarks quirales. En esta seccio´n haremos un estudio de este acoplamiento,
de modo que no se introduzcan nuevos campos aparte de los del caso plano y la me´trica.
Usaremos el formalismo de te´tradas para espacio-tiempo curvo.3
6.2.1. Formalismo de te´tradas
Dado el tensor me´trico gµν(x), introducimos una base local de vectores ortogonales
(te´trada)
gµν(x) = eµA(x)e
ν
B(x)η
AB . (6.7)
Las te´tradas satisfacen ciertas relaciones de ortogonalidad
δµν = η
ABeµAeνB = e
µ
Ae
A
ν , δ
A
B = g
µνeAµ eνB = e
A
µ e
µ
B. (6.8)
Bajo transformaciones generales de coordenadas xµ → x′µ(x) y de Lorentz xA → ΛABxB,
las te´tradas se transforman respectivamente como
eAµ →
∂xν
∂x′µ
eAν , e
A
µ → ΛAB(x)eBµ . (6.9)
Las te´tradas transforman tensores de coordenadas en tensores de Lorentz (que se transfor-
man de manera covariante bajo transformaciones de Lorentz locales), por ejemplo
TAB = eAµ e
B
ν T
µν . (6.10)
Los tensores de Lorentz son invariantes bajo transformaciones de coordenadas xµ → x′µ.
Para un tensor general, por ejemplo T ανA, los ı´ndices griegos se transforman de manera
covariante bajo transformaciones de coordenadas mientras que los latinos lo hacen bajo
transformaciones de Lorentz, de modo que
T ανA →
∂xµ
∂x′ν
∂x′α
∂xβ
ΛBA(x)T
β
µB . (6.11)
La derivada covariante se define como
dµT
α
νA = ∂µT
α
νA − ΓλνµT αλA + ΓαµλT λνA + ωABµT αBν , (6.12)
donde la conexio´n de Riemann viene dada por los s´ımbolos de Christoffel
Γσλµ =
1
2
gνσ {∂λgµν + ∂µgλν − ∂νgµλ} , (6.13)
3Para convenios, ver ref. [124]
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que son sime´tricos en los ı´ndices inferiores, Γσλµ = Γ
σ
µλ (no tiene torsio´n). La derivada
covariante dµ se define con la conexio´n adecuada actuando sobre cada ı´ndice. Se tiene
dµeνA = ∂µeνA − ΓλνµeλA + ωABµeBν = 0 . (6.14)
Adema´s, la condicio´n dµg
µν = 0, implica en particular
dµηAB = ωABµ + ωBAµ = 0, (6.15)
lo cual impone la restriccio´n de que la conexio´n de esp´ın sea antisime´trica ωABµ = −ωBAµ.
E´sta viene dada por
ωABµ = e
ν
A
[
∂µeνB − ΓλνµeλB
]
. (6.16)
La derivada covariante dµ actu´a de manera diferente dependiendo del esp´ın de los campos
correspondientes. Para un campo de esp´ın-0 U, esp´ın-1/2 Ψ, esp´ın-1 Aµ y esp´ın-3/2 Ψµ,
las propiedades de transformacio´n son las siguientes
U(x) → U(x),
Ψ(x) → S(Λ(x))Ψ(x), (6.17)
Aµ(x) → ∂x
ν
∂x′µ
Aν(x), (6.18)
Ψµ(x) → ∂x
ν
∂x′µ
S(Λ(x))Ψν(x). (6.19)
En el caso de transformaciones de Lorentz infinitesimales ΛAB = δ
A
B + ǫ
A
B con ǫAB = −ǫBA,
se tiene S(Λ) = 1− i
4
σABǫ
AB donde σAB =
i
2
[γA, γB]. Para un campo escalar de esp´ın-0 se
tiene la definicio´n esta´ndar
dµU = ∂µU . (6.20)
Para un vector (esp´ın-1), se tiene
Aν;µ := dµAν = ∂µAν − ΓλνµAλ , (6.21)
que satisface adema´s la propiedad4
[dµ, dν ]Aα = R
λ
αµνAλ . (6.24)
4El tensor de curvatura de Riemann Rλσµν se define
−Rλσµν = ∂µΓλνσ − ∂νΓλµσ + ΓλµαΓανσ − ΓλναΓαµσ , (6.22)
y sus contracciones permiten definir el tensor de Ricci Rµν , y el de curvatura escalar R
Rµν = R
λ
µλν , R = g
µνRµν . (6.23)
Notar el signo opuesto de nuestra definicio´n para el tensor de Riemann en comparacio´n con ref. [122].
Aqu´ı seguimos ref. [124].
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En el caso de fermiones de Dirac (esp´ın-1/2) la derivada covariante se define como
dµΨ = ∂µΨ(x)− iωµΨ(x) , (6.25)
donde ωµ es la conexio´n de Cartan de esp´ın,
ωµ =
1
4
σABωABµ . (6.26)
Las matrices de Dirac γA se encuentran en una representacio´n fija independiente de x, y
satisfacen las siguientes reglas de anticonmutacio´n
γAγB + γBγA = 2ηAB. (6.27)
Las matrices se pueden elegir
γµ(x) = γAe
A
µ (x) (6.28)
y satisfacen
γµ(x)γν(x) + γν(x)γµ(x) = 2gµν(x). (6.29)
La derivada covariante de una matriz de Dirac (independiente de x) es
dµγA = ∂µγA − i [ωµ, γA] + ωABµγB = 0. (6.30)
Teniedo en cuenta ec. (6.14) y (6.30) se obtiene la siguiente identidad para las matrices de
Dirac dependientes de x
dµγν(x) = 0 , (6.31)
lo cual quiere decir que para el operador de Dirac libre, el orden de colocacio´n es irrelevante
/dΨ = γµ(x)dµΨ = dµγ
µ(x)Ψ. Para un tensor de esp´ın-3/2
Ψν;µ := dµΨν = ∂µΨν − ΓλµνΨλ − iωµΨν . (6.32)
Si aplicamos las definiciones anteriores a dµΨ se obtienen las siguientes fo´rmulas, que sera´n
de utilidad
[dµ, dν] Ψ =
i
4
σαβRαβµνΨ, (6.33)
dµdµΨ =
1√−g
{
(∂µ − iωµ)
[√−g gµν (∂ν − iων)]Ψ} , (6.34)
donde σαβ = eαAe
β
Bσ
AB es una matriz antisime´trica dependiente de x.
Los campos gauge pueden ser incluidos mediante la regla esta´ndar de sustitucio´n mı´ni-
ma, lo cual da lugar a la derivada covariante de un fermio´n
∇µΨ = (dµ − iVµ)Ψ. (6.35)
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Con esta notacio´n, el operador de Dirac completo iD en presencia de campos externos de
tipo vector, axial, escalar, pseudoescalar y gravitacionales se escribe5
iD = i/d−MU5 − mˆ0 + (/v + /aγ5 − s− iγ5p) , (6.37)
donde la barra indica
/V = γµ(x)Vµ(x). (6.38)
M es la masa constituyente de los quarks y hemos considerado la notacio´n U5 = Uγ5 . La
derivada covariante bajo transformaciones generales de coordenadas, de Lorentz, y quirales,
actu´a sobre los campos pseudoescalares (esp´ın-0), espinores de Dirac (esp´ın-1/2) y espinores
de Rarita-Schwinger (esp´ın-3/2) de acuerdo con las fo´rmulas siguientes
∇µU = D̂µU = ∂µU − i[vµ, U ]− i{aµ, U},
∇µΨ = D̂µΨ = ∂µΨ− i(ωµ + vµ + γ5aµ)Ψ,
∇µΨν = ∂µΨν − i(ωµ + vµ + γ5aµ)Ψν − ΓλµνΨλ , (6.39)
y se corresponden con sustituir la derivada parcial por la derivada covariante ∂µ → dµ,
dentro de la derivada covariante quiral Dµ. La notacio´n D̂µ significa la operacio´n [Dµ, ],
preservando la quiralidad del objeto (ver ec. (5.70)). Notar que con esta definicio´n, ni
el objeto D̂µD̂νΨ( 6= ∇µ∇νΨ) ni D̂µD̂νU son covariantes coordenados, ya que la segunda
derivada no incluye la conexio´n de Riemann Γλµν .
6.2.2. Operador de segundo orden
Cuando no existen fuentes gravitatorias, la contribucio´n de paridad normal a la accio´n
efectiva se obtiene a partir del operador de segundo orden
D5D =
[
/D2L + iM† /DL − i /DRM† +M†M
]
PR
+
[
/D2R + iM /DL − i /DRM+MM†
]
PL , (6.40)
donde D5 se define como en ec. (5.24),
D5[s, p, v, a, U ] = γ5D[s,−p, v,−a, U †]γ5 . (6.41)
D5 corresponde a rotarD a espacio eucl´ıdeo, tomar su hermı´tico conjugado y volver a rotar
a espacio de Minkowski. En la expresio´n (6.40), PR,L =
1
2
(1±γ5), las derivadas covariantes
5 La matriz pseudoescalar de Dirac en el caso curvo se define
γ5(x) =
1
4!
√−g ǫ
µναβγµ(x)γν(x)γα(x)γβ(x) =
1
4!
ǫABCDγAγBγCγD = γ5. (6.36)
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quirales son
Dµ = ∂µ − i(vµ + γ5aµ) = DRµPR +DLµPL , (6.42)
DRµ = ∂µ − i(vµ + aµ) ,
DLµ = ∂µ − i(vµ − aµ) ,
y el te´rmino de masa
M = MU5 + (s+ iγ5p) + mˆ0 . (6.43)
Los campos gravitatorios se acoplan mediante covariantizacio´n del operador de Dirac, esto
es con la sustitucio´n ∂µ → dµ = ∂µ−Γ ·µ ·−iωµ en ec. (6.42). Para fijar la notacio´n, definimos
en ec. (6.39) la actuacio´n de la derivada covariante quiral sobre un espinor de Dirac Ψ
D̂µ = ∂µ − i(ωµ + vµ + γ5aµ) . (6.44)
Teniendo en cuenta que, puesto que un espinor es un escalar en coordenadas, se tiene
D̂µΨ = ∇µΨ , (6.45)
donde ∇µ = dµ− i(vµ+ γ5aµ). Para el campo escalar en coordenadas /∇Ψ se puede aplicar
el mismo razonamiento, lo cual conduce a
D̂µ /∇Ψ = ∇µ /∇Ψ . (6.46)
Esto significa que podemos considerar /DL,R = /∇L,R siempre y cuando actu´e sobre campos
espinoriales del siguiente modo
D5DΨ =
[
/∇2L + iM /∇L − i /∇RM+M†M
]
PRΨ
+
[
/∇2R + iM† /∇L − i /∇RM† +MM†
]
PLΨ . (6.47)
Si incluimos los campos gauge, se obtienen dos teor´ıas tipo vector, una para campos left
V Lµ y otra para campos right V
R
µ . Si suprimimos momenta´neamente las etiquetas left y
right, se tiene
/D2Ψ = /∇2Ψ =
[
∇µ∇µ − 1
2
σµνFµν +
1
4
R
]
Ψ, (6.48)
donde hemos hecho uso de la identidad
[∇µ,∇ν ] Ψ = [Dµ,Dν ] Ψ
= [Dµ, Dν ] Ψ +
i
4
σαβRαβµνΨ . (6.49)
En la segunda igualdad de ec. (6.49) se ha hecho uso de ec. (6.33). El laplaciano invariante
coordenado y Lorentz para un espinor de Dirac viene dado por
∇µ∇µΨ = 1√−gDµ
(√−ggµνDνΨ) , (6.50)
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donde se ha aplicado ec. (6.34). Con la notacio´n quiral de campos right y left, el operador
de segundo orden se escribe
D5D =
1√−g
[Dµ (√−ggµνDν)]+ V, (6.51)
con
V = VRPR + VLPL (6.52)
VR = −1
2
σµνFRµν +
1
4
R− iγµ∇µM+M†M,
VL = −1
2
σµνFLµν +
1
4
R− iγµ∇µM† +MM† .
6.3. Modelos de Quarks Quirales en presencia de
Gravedad
En esta seccio´n aprovecharemos los resultados obtenidos en sec. 6.2 y estudiaremos
el acoplamiento con gravedad de dos modelos quirales concretos, que tienen en comu´n la
incorporacio´n de la rotura dina´mica de la simetr´ıa quiral a nivel de un loop: el modelo de
Nambu–Jona-Lasinio (NJL) y el modelo de Georgi-Manohar.
En estos modelos, los quarks tienen una masa constituyenteM ∼ 300 MeV. La principal
diferencia entre ellos tiene que ver con la presencia o no de campos escalares dina´micos
qq, respectivamente. Adema´s, mientras que el modelo NJL genera de manera dina´mica la
rotura esponta´nea de la simetr´ıa quiral, el modelo GM comienza de por s´ı en una fase de
rotura de la simetr´ıa quiral.
6.3.1. Modelo de Nambu–Jona-Lasinio
El modelo de Nambu–Jona-Lasinio se introdujo en la seccio´n 5.2.1. La accio´n del modelo
en espacio-tiempo curvo de Minkowski con tensor me´trico gµν(x) se escribe
SNJL =
∫
d4x
√−gLNJL , (6.53)
donde g = det(gµν) y el lagrangiano viene dado por
LNJL = q(i/∂+ ω/ −mˆ0)q + 1
2a2s
N2f−1∑
a=0
((qλaq)
2 + (qλaiγ5q)
2)
− 1
2a2v
N2f−1∑
a=0
((qλaγµq)
2 + (qλaγµγ5q)
2) . (6.54)
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La derivada ∂µ− iωµ es covariante bajo transformaciones generales de coordenadas y bajo
transformaciones de Lorentz, e incluye la conexio´n de esp´ın
ωµ(x) =
i
8
[γν(x), γν;µ(x)] , (6.55)
donde la derivada covariante γν;µ = dµγν se define de la manera usual, ec. (6.21). Haciendo
uso del procedimiento esta´ndar de bosonizacio´n [102], como se vio en sec. 5.2.1, se intro-
ducen campos boso´nicos dina´micos internos auxiliares (S, P, V, A), de modo que despue´s
de integrar formalmente los quarks se obtiene el funcional generador
ZNJL[g; s, p, v, a] =
∫
DSDPDVDAeiΓNJL[g;S,P ,V ,A] , (6.56)
con S = s+ S, P = p+ P , V = v + V , A = a + A. La accio´n efectiva es
ΓNJL[g;S, P , V , A] = Γq[D] + Γm[g;S, P, V, A] , (6.57)
donde las contribuciones de los quarks a un loop y de los mesones a nivel a´rbol se escriben
respectivamente
Γq[D] = −iNcTr log(iD) , (6.58)
Γm[g;S, P, V, A] =
∫
d4x
√−g
{
−a
2
s
4
tr(S2 + P 2) +
a2v
4
tr(V 2µ + A
2
µ)
}
. (6.59)
El operador de Dirac viene dado por
iD = i/∂+ ω/ −mˆ0 +
(
V/ + A/ γ5 − S − iγ5P
)
. (6.60)
Para que la integral funcional en los campos boso´nicos este´ bien definida en espacio de
Minkowski, es necesario usar la prescripcio´n a2s → a2s − iǫ, a2v → a2v − iǫ. La contribucio´n
γ5-par de los quarks a la accio´n efectiva puede ser regularizada mediante el esquema de
Pauli-Villars
Γ+q [D] = −i
Nc
2
Tr
∑
ci log(D5D+ Λ
2
i + iǫ) . (6.61)
Para ma´s detalles, ver sec. 5.2.1.
6.3.2. Modelo de Georgi-Manohar
En presencia de gravedad, el lagrangiano del modelo de Georgi-Manohar [120] se escribe
LGM = q¯
(
i/∂ + /ω −MU5 − mˆ0 + 1
2
(1− gA)U5i/∂U5
)
q =: q¯ iD q , (6.62)
donde gA es el acoplamiento axial de los quarks, que consideraremos diferente de uno, tal
y como se sugiere en [120]. La accio´n efectiva de este modelo es
ΓGM = −iNcTr log(iD) , (6.63)
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y por comparacio´n directa con ec. (6.57) se puede ver que se corresponde con un modelo
similar al NJL, sin te´rmino de masa Γm y con un operador de Dirac como ec. (6.60) con
una eleccio´n espec´ıfica de los campos dina´micos de esp´ın 1
Vµ =
1
4
(1− gA)
[
U †∂µU − ∂µU †U
]
, (6.64)
Aµ =
1
4
(1− gA)
[
U †∂µU + ∂µU †U
]
. (6.65)
En ec. (6.63) implementaremos la misma regularizacio´n de Pauli-Villars que en el modelo
NJL.
6.4. Ca´lculo de la accio´n efectiva
En un desarrollo quiral de la accio´n, la me´trica dependiente del espacio-tiempo es de
orden cero y la derivada ∂µ de orden uno. Esto implica en particular que R
µναβ , Rµν , y
R son de orden 2. A nivel de un loop de quarks el desarrollo quiral se corresponde con
un desarrollo en derivadas que debe de ser invariante bajo transformaciones gauge, de
coordenadas y de Lorentz. Este desarrollo a baja energ´ıa se puede obtener haciendo uso
de la representacio´n de tiempo propio del logaritmo∑
i
ciTr log
(
D5D+ Λ
2
i
)
= −Tr
∫ ∞
0
dτ
τ
e−iτD5Dφ(τ) , (6.66)
donde φ(τ) =
∑
i cie
−τΛ2i . El operador que esta´ dentro del logaritmo es de tipo Klein-
Gordon en espacio-tiempo curvo, y presenta cierta estructura espinorial, como se ve en
ec. (6.51). La forma de este operador es la adecuada para hacer un desarrollo del heat
kernel en espacio-tiempo curvo. Para el elemento de matriz diagonal se tiene
〈x|e−iτD5D|x〉 = e−iτM2〈x|e−iτ(D5D−M2)|x〉 = i
(4πiτ)2
e−iτM
2
∞∑
n=0
an(x) (iτ)
n .(6.67)
Para el ca´lculo hasta O(p4) es necesario llegar hasta a4 en el desarrollo del heat kernel.
Las contribuciones pueden separarse entre aquellas que son de espacio-tiempo plano, y
las correspondientes a curvatura generadas por efectos cua´nticos. Por el momento nos
centraremos en el modelo NJL. Posteriormente particularizaremos las fo´rmulas para el
modelo GM. Se obtiene lo siguiente [108]
a0 = 1,
a1 = M
2 − V + 1
6
R,
a2 =
1
180
RµναβR
µναβ − 1
180
RµνR
µν +
1
12
FµνFµν
+
1
30
∇2R− 1
6
∇2V + 1
2
[
M2 − V + 1
6
R
]2
,
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a3 =
1
6
[
M2 − V + 1
6
R
]3
− 1
12
∇µV ∇µV +O(p6),
a4 =
1
24
[V −M2]4 +O(p6) . (6.68)
La notacio´n que estamos utilizando es Fµν = i
[Dµ,Dν], ∇2V = ∇µ∇µV , donde
Dµ = ∂µ − i(Vµ + γ5Aµ) ,
∇µ = dµ − i(Vµ + γ5Aµ) , (6.69)
y V viene dado por la misma expresio´n (6.52), con la adicio´n de los campos boso´nicos
internos (S, P, V, A). Las integrales que aparecen en la accio´n son del tipo
I2l :=M2l
∫ ∞
0
dτ
τ
φ(τ)(iτ)le−iτM
2
. (6.70)
Los valores particulares que necesitamos en nuestro desarrollo son
M4I−4 = −1
2
∑
i
ci(Λ
2
i +M
2)2 log(Λ2i +M
2) , (6.71)
M2I−2 =
∑
i
ci(Λ
2
i +M
2) log(Λ2i +M
2) , (6.72)
I0 = −
∑
i
ci log(Λ
2
i +M
2) , (6.73)
I2n = Γ(n)
∑
i
ci
(
M2
Λ2i +M
2
)n
, Re(n) > 0 . (6.74)
Despue´s del ca´lculo de las trazas de Dirac, el orden O(p2) del lagrangiano efectivo en
el modelo NJL viene dado por
L(2)q =
Nc
(4π)2
{
M2I0〈∇µU †∇µU〉+ 2M3I−2〈m†U + U †m〉+ M
2
6
I−2〈R〉
}
,
mientras que para el orden O(p4) se tiene
L(4)q =
Nc
(4π)2
{
− 1
6
I0〈(FRµν)2 + (F
L
µν)
2〉+ I0〈 7
720
RαβµνR
αβµν − 1
144
R2 +
1
90
RµνR
µν〉
− i
2
I2〈FRµν∇
µ
U †∇νU + FLµν∇
µ
U∇νU †〉
+
1
12
I4〈(∇µU∇νU †)2〉 − 1
6
I4〈(∇µU∇µU †)2〉
+
1
6
I2〈∇µ∇µU∇ν∇νU †〉
+ 2M2I−2〈m†m〉 −M2I0〈(m†U + U †m)2〉
− MI2〈∇µU †∇µU(m†U + U †m)〉
+ MI0〈∇µU †∇µm +∇µm†∇µU〉
− M
6
I0R〈U †m +m†U〉 − 1
12
I2R 〈∇µU †∇µU〉
}
. (6.75)
142 Cap´ıtulo 6: Tensor Energ´ıa-Impulso de Modelos de Quarks Quirales a bajas energ´ıas
En estas fo´rmulas 〈 〉 indica traza en espacio de sabor. La derivada covariante gauge y
covariante Lorentz, y los tensores de fuerza que contienen los campos externos e internos
(bosonizados) son
∇µU = ∇µU − iV Lµ U + iUV Rµ , (6.76)
F
r
µν = ∂µV
r
ν − ∂νV
r
µ − i[V
r
µ, V
r
ν ],
con r = L,R y la combinacio´n aditiva de esp´ın 0
m = (S + iP −MU) + 1
2B0
χ , χ = 2B0(s+ ip) . (6.77)
La constante de reescalamiento B0 se elige de modo que L(2) quede en la forma esta´ndar de
ec. (6.92). Notar que ec. (6.75) no esta´ au´n lista para poder ser comparada con el resultado
de [27, 122]. Para ello antes debemos eliminar todos los grados de libertad diferentes a los
piones en la capa de masas. Procederemos en tres pasos: primero integraremos los grados
de libertad vector y axial, despue´s eliminaremos los campos escalares y finalmente haremos
uso de las ecuaciones cla´sicas de movimiento para los pseudoescalares. En el modelo de
Georgi-Manohar u´nicamente sera´ necesario considerar el u´ltimo paso.
6.5. Ecuaciones de movimiento
6.5.1. Eliminacio´n de los acoplamientos vector y axial
En el modelo NJL, para eliminar los campos vector Vµ y axial Aµ en la aproximacio´n de
campo medio es necesario minimizar el lagrangiano con respecto a esos campos. Al orden
que estamos considerando el desarrollo quiral, sera´ suficiente con tener en cuenta aquellos
te´rminos del lagrangiano que contienen mesones vectoriales con dos ı´ndices de Lorentz,
esto es, el te´rmino de masa y el orden dos que surge del determinante de los quarks
L(2)A,V =
Nc
(4π)2
M2I0〈∇µU †∇µU〉+ a
2
v
4
〈VµV µ + AµAµ〉 .
Al minimizar, las ecuaciones de movimiento que se obtienen son similares a la eleccio´n
concreta de los campos vector y axial en el modelo de Georgi-Manohar, ecs. (6.64)-(6.65),
V
R
µ = v
R
µ +
i
2
(1− gA)U †∇µU , V Lµ = vLµ +
i
2
(1− gA)U∇µU † , (6.78)
con gA = 1− 2f 2π/a2v. Aplicando estas ecuaciones de movimiento se obtienen fa´cilmente las
siguientes relaciones
F
R
µν =
1
2
(1 + gA)F
R
µν +
1
2
(1− gA)U †FLµνU
− i
4
(1− g2A)
(∇µU †∇νU −∇νU †∇µU) , (6.79)
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F
L
µν =
1
2
(1− gA)UFRµνU † +
1
2
(1 + gA)F
L
µν
− i
4
(1− g2A)
(∇µU∇νU † −∇νU∇µU †) , (6.80)
∇µU = gA∇µU , (6.81)
∇2U = gA∇2U + igA(1− gA)U∇µU †∇µU . (6.82)
6.5.2. Eliminacio´n de escalares
En el modelo NJL, la eliminacio´n de los campos escalares se hace de manera similar a
la de los campos vector y axial. Consideramos la rotacio´n quiral
S + iP =
√
UΣ
√
U , (6.83)
donde Σ† = Σ, y usando que Σ = M + Φ, donde Φ es una fluctuacio´n alrededor del valor
del vac´ıo, se tiene
m =
√
UΦ
√
U +
1
2B0
χ . (6.84)
El te´rmino de masa se escribe
Lm = −a
2
s
4
〈M2 + 2MΦ + Φ2〉 . (6.85)
Haciendo uso de la ecuacio´n del gap (5.29), los te´rminos lineales en Φ que no contienen
campos externos se anulan. Como consecuencia, la parte del lagrangiano que contiene al
campo escalar Φ es
LΦ(x) = − Nc
(4π)2
〈
4M2I0Φ2 + 1
3
MI0RΦ
+ MI0
√
UΦ
√
U †
(
U∇2U † +∇2UU †
)
+
M2
B0
(2I0 − I−2)
√
UΦ
√
U †(Uχ† + U †χ)
+
M
B0
I2
√
UΦ
√
U †∇µU∇µU †
〉
. (6.86)
Minimizando respecto de Φ, la ecuacio´n cla´sica de movimiento que se obtiene es
√
UΦ
√
U † = − 1
24M
R +
1
4M
(
1− I2I0
)
∇µU∇µU †
− 1
4B0
(
1− I−2
2I0
)
(Uχ† + χU †) . (6.87)
So´lo queda sustituir esta ecuacio´n dentro del lagrangiano LΦ para obtener la contribucio´n
del lagrangiano efectivo proveniente de la integracio´n de los campos escalares.
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6.5.3. Ecuaciones de movimiento cla´sicas para pseudoescalares
Las ecuaciones de movimiento relevantes para el campo no linear U se obtienen mi-
nimizando L(2). Surgen una serie de relaciones que son va´lidas incluso en presencia de
curvatura
〈∇2U †∇2U〉 = 〈(∇µU †∇µU)2〉 − 1
4
〈(χ†U − U †χ)2〉+ 1
12
〈χ†U − U †χ〉2 (6.88)
y
〈χ†∇2U +∇2U †χ〉 = 2〈χ†χ〉 − 1
2
〈(χ†U + U †χ)2〉 − 〈(χ†U + U †χ)∇µU †∇µU〉
+
1
6
〈χ†U + U †χ〉2 . (6.89)
En el caso del grupo U(3) de sabor, se tiene que DetU = eiη0/fpi , que no es necesariamente
igual a la identidad, y los dos u´ltimos te´rminos 〈χ†U ± U †χ〉2 en ecs. (6.88) y (6.89)
desaparecera´n.6
6.6. Coeficientes de Gasser-Leutwyler-Donoghue
En el desarrollo quiral del lagrangiano efectivo en la forma de Gasser-Leutwyler-Donoghue
de ec. (6.6), las contribuciones me´tricas son
L(2,g) = f
2
π
4
〈∇µU †∇µU + (χ†U + U †χ)〉, (6.92)
y
L(4,g) = L1〈∇µU †∇µU〉2 + L2〈∇µU †∇νU〉2 + L3〈
(∇µU †∇µU)2〉
+ L4〈∇µU †∇µU〉〈χ†U + U †χ〉+ L5〈∇µU †∇µU(χ†U + U †χ)〉
+ L6〈χ†U + U †χ〉2 + L7〈χ†U − U †χ〉2 + L8〈(χ†U)2 + (U †χ)2〉
− iL9〈FLµν∇µU∇νU † + FRµν∇µU †∇νU〉 + L10〈FLµνUF µνRU †〉
+ H1〈(FRµν)2 + (FLµν)2〉+H2〈χ†χ〉 . (6.93)
6Existe otra identidad integral que nos va a resultar muy u´til∫
d4x
√−g 〈∇µ∇νU †∇µ∇νU〉 =
∫
d4x
√−g
[
〈∇2U †∇2U〉+ i〈FRµν∇µU †∇νU + FLµν∇µU∇νU †〉
−〈FLµνUFµνRU †〉+
1
2
〈(FRµν )2 + (FLµν)2〉+Rµν〈∇µU †∇νU〉
]
. (6.90)
En el u´ltimo te´rmino aparece el tensor de Ricci Rµν . Para llevar las fo´rmulas a la forma de Gasser-Leutwyler
usamos la siguiente identidad, va´lida en SU(3)
〈(∇µU †∇νU)2〉 = −2〈(∇µU †∇µU)2〉+ 〈∇µU †∇νU〉2 + 1
2
〈∇µU †∇µU〉2 . (6.91)
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Las contribuciones con curvatura del lagrangiano quiral se pueden escribir en la forma
propuesta en ref. [122], y vienen dadas por
L(2,R) = −H0R , (6.94)
y
L(4,R) = −L11R〈∇µU †∇µU〉 − L12Rµν〈∇µU †∇νU〉 − L13R〈χ†U + U †χ〉
+ H3R
2 +H4RµνR
µν +H5RµναβR
µναβ . (6.95)
Los te´rminos de curvatura son un reflejo de la naturaleza compuesta de los campos pseudo-
escalares, pues en los modelos quirales que estamos considerando estos te´rminos se corres-
ponden con el acoplamiento de los campos gravitatorios externos a nivel de quarks. Un
valor no nulo de H0 indica que existe una renormalizacio´n fuerte finita de la constante
gravitatoria de Newton G, ya que el lagrangiano cla´sico de Einstein es L = −R/(16πG).
Notar que la matriz pseudoescalar U es un escalar bajo transformaciones de Lorentz
y de coordenadas. Por tanto, despue´s (y so´lo despue´s) de haber aplicado las identidades
(6.88)-(6.91) se puede sustituir la derivada covariante en Lorentz y coordenadas por la
derivada covariante Dµ, esto es ∇µU = D̂µU .
6.6.1. Modelo de Georgi-Manohar
Por simplicidad, comenzaremos mostrando los resultados de los coeficientes de Gasser-
Leutwyler-Donoghue para el modelo de Georgi-Manohar, pues en este caso no existe con-
tribucio´n proveniente de campos escalares, esto es, de campos de esp´ın cero y paridad
positiva, y la u´nica contribucio´n procede del loop de quarks. Para este modelo, la constan-
te de desintegracio´n de´bil del pio´n es
f 2π =
Nc
4π2
g2AM
2I0 . (6.96)
El factor de normalizacio´n para el campo χ es
B0 =
M
g2A
I−2
I0 . (6.97)
Con
ρ ≡ M
B0
=M
f 2π
|〈q¯q〉| = g
2
A
I0
I−2 (6.98)
el resultado que encontramos para los coeficientes de GLD es
L1 =
Nc
48(4π)2
[
(1− g2A)2I0 + 4g2A(1− g2A)I2 + 2g4AI4
]
, L2 = 2L1 ,
L3 = − Nc
24(4π)2
[
3(1− g2A)2I0 + 8g4AI4 + 4g2A(3− 4g2A)I2
]
, L4 = 0 ,
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L5 =
Nc
2(4π)2
ρg2A [I0 − I2] , L6 = 0 , L7 = −
Nc
24(4π)2Nf
gA [6ρI0 − gAI2] ,
L8 = − Nc
24(4π)2
[
6ρ(ρ− gA)I0 + g2AI2
]
, L9 =
Nc
6(4π)2
[
(1− g2A)I0 + 2g2AI2
]
,
L10 = − Nc
6(4π)2
[
(1− g2A)I0 + g2AI2
]
, L11 =
Nc
12(4π)2
g2AI2 ,
L12 = − Nc
6(4π)2
g2AI2 , L13 =
Nc
12(4π)2
ρI0 = ρ
48M2
f 2π
g2A
,
H0 = − NcNf
6(4π)2
M2I−2 = −Nf
24
f 2π
ρ
, H1 =
Nc
12(4π)2
[−(1 + g2A)I0 + g2AI2] ,
H2 =
Nc
12(4π)2
[
6ρ2I−2 − 6ρ(ρ+ gA)I0 + g2AI2
]
, (6.99)
H3 = − NcNf
144(4π)2
I0 = − Nf
576M2
f 2π
g2A
, H4 =
NcNf
90(4π)2
I0 , H5 = 7NcNf
720(4π)2
I0 .
Con los valores M = 300MeV y gA = 0,75, el cutoff Λ debe ajustarse para reproducir el
valor emp´ırico fπ = 93,2MeV. Esto conduce a
Λ = 1470MeV , B0 = 4913MeV ,
I−2 = 20,8 , I0 = 2,26 , I2 = 0,922 , I4 = 0,995 . (6.100)
El modelo quark quiral constituyente (QC) se corresponde con la eleccio´n gA = 1 en los
coeficientes anteriores. Si se considera el mismo valor para M , para este modelo se tiene
Λ = 828MeV , B0 = 1299MeV ,
I−2 = 5,50 , I0 = 1,27 , I2 = 0,781 , I4 = 0,963 . (6.101)
En la tabla 6.1 se muestran los valores nume´ricos de los coeficientes de GLD.
6.6.2. Modelo de Nambu–Jona-Lasinio
Los coeficientes de GLD en este modelo tendra´n dos contribuciones diferentes: una
proveniente del loop de quarks e integracio´n posterior de los campos de esp´ın 1, y otra
proveniente de la integracio´n de los campos de esp´ın 0. Para la primera contribucio´n se
tienen las mismas expresiones de ec. (6.99). La constante de desintegracio´n de´bil del pio´n
es
f 2π =
Nc
4π2
gAM
2I0 . (6.102)
Notar que en este modelo f 2π tiene una potencia en gA, mientras que en el modelo de GM
la potencia es g2A, ec. (6.96). La diferencia se debe a la ausencia del te´rmino de masa Lm
en el modelo GM. Nuestra notacio´n sera´ la siguiente
B0 =
a2sM
2f 2π
=
M
gA
I−2
I0 , gA = 1− 2
f 2π
a2v
. (6.103)
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Con
ρ ≡ M
B0
= gA
I0
I−2 , (6.104)
las contribuciones de esp´ın 0+ son
LS3 =
Nc
4(4π)2
g4A
I0 [I0 − I2]
2 , LS5 =
Nc
4(4π)2
g2A(gA − 2ρ) [I0 − I2] ,
LS8 =
Nc
16(4π)2
(gA − 2ρ)2I0 ,
LS11 =
Nc
12(4π)2
g2A [I0 − I2] , LS13 =
Nc
24(4π)2
(gA − 2ρ)I0 ,
HS2 = 2L
S
8 , H
S
3 =
NcNf
144(4π)2
I0 = Nf
576M2
f 2π
gA
. (6.105)
El resto de coeficientes LSi , H
S
i son cero. La suma de las dos contribuciones (loop de quaks
y escalares) dara´ los coeficientes de GLD para este modelo. El resultado es el siguiente
L3 = − Nc
24(4π)2
[
3(1− 2g2A − g4A)I0 + 8g4AI4 + 2g2A
(
2(3− g2A)− 3g2A
I2
I0
)
I2
]
,
L5 =
Nc
4(4π)2
g3A [I0 − I2] , L8 =
Nc
48(4π)2
g2A [3I0 − 2I2] ,
L11 =
Nc
12(4π)2
g2AI0 =
gAf
2
π
48M2
, L13 =
Nc
24(4π)2
gAI0 = f
2
π
96M2
,
H2 =
Nc
24(4π)2
[
12ρ2I−2 + 3gA(gA − 8ρ)I0 + 2g2AI2
]
, H3 = 0 . (6.106)
El resto de coeficientes: L1, L2, L4, L6, L7, L9, L10, L12, H0, H1, H4 y H5; coinciden con
los del modelo de GM (fo´rmulas (6.99)). Notar, no obstante, que las expresiones de f 2π no
coinciden en los dos modelos [ec. (6.96) y (6.102)].
Este modelo reproduce la relacio´n L3 = −6L1, siempre y cuando se desprecien los
te´rminos O(Ncg4A). Existen algunas diferencias con trabajos previos. Los valores L1, L2,
L3, L4, L5, L6, L9, L10, H1 y H2 coinciden con ref. [106]. L8 difiere en dos potencias de
gA en el te´rmino proporcional a I2. (Nuestros resultados reproducen los suyos para cada
contribucio´n por separado: contribucio´n del loop de quarks y contribucio´n de esp´ın cero.)
El valor de L7 es diferente de cero, si se considera la condicio´n Det(U) = 1 debido a
que estamos considerando la simetr´ıa de sabor SU(Nf). Tanto en ref. [106] como en [107]
este te´rmino no se obtiene, a pesar de que en estos trabajos se menciona expl´ıcitamente
que consideran el grupo de sabor SU(Nf ). En el grupo U(Nf) s´ı se obtiene que L7 = 0.
Nuestros valores de L4, L5, L6, L8, L9 y L10 coinciden con los de [107]. En esta referencia
aparece un te´rmino erro´neo extra en L1. L3 se diferencia de ref. [107] en todos los factores
excepto uno en I4. H1 y H2 no aparecen en esa referencia.
Los coeficientes L11, L12 y L13, as´ı como H0,3−5, son nuevos y constituyen el resulta-
do principal de este cap´ıtulo. L11−13 fueron obtenidos tambie´n hace algu´n tiempo en un
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modelo quiral que incluye bosonizacio´n [125], y ma´s recientemente en el modelo quark
espectral [108] (ver cap´ıtulo 7).
Los valores nume´ricos de estos coeficientes, ec. (6.106), aparecen en la tabla 6.1 para
dos casos diferentes: el modelo NJL SU(3) generalizado, y el caso en que no se considera
la integracio´n de los campos de esp´ın 1, esto es gA = 1. Para el primer caso se considera
como valor razonable gA = 0,606. Con M = 300MeV, se tiene
Λ = 1344MeV , B0 = 4015MeV ,
I−2 = 17,0 , I0 = 2,10 , I2 = 0,907 , I4 = 0,993 . (6.107)
Para el modelo NJL con gA = 1, los valores nume´ricos de Λ, B0, ρ y I2n son ide´nticos a los
del modelo quark constituyente QC, ec. (6.101). Las LEC’s en el modelo NJL con gA = 1
y en el QC se diferencian debido a la contribucio´n de los escalares LS3,5,8,11,13 y H
S
2,3, que no
esta´n presentes en el caso QC.
6.6.3. Resultados
En la tabla 6.1 aparecen los resultados que hemos obtenido para los modelos de quarks
quirales que se han tratado en este cap´ıtulo: Quark Constituyente, Nambu–Jona-Lasinio
con y sin mesones vectoriales, y Georgi-Manohar. Se ha incluido tambie´n el resultado del
ca´lculo en el modelo Quark Espectral del cap´ıtulo 7. La primera columna se corresponde
con el ca´lculo de TQP a dos loops [126]. Se incluye tambie´n el resultado obtenido en el
modelo basado en Nc grande con saturacio´n por una u´nica resonancia [127].
Los resultados para las constantes de baja energ´ıa coinciden a grandes rasgos. Como
regla, todos los modelos y ajustes dan el mismo signo para todos los coeficientes, con
la excepcio´n de H0 y H2 en el modelo Quark Espectral. Para los coeficientes de Gasser-
Leutwyler esta´ndar L1−10 el mejor acuerdo global con el ca´lculo de TQP a dos loops [126] es
el proporcionado por el modelo NJL con mesones vectoriales, para el que la chi cuadrada
reducida es χ2/DOF = 2,2, (DOF = 10), si bien los modelos QC y GM proporcionan
resultados de calidad similar: 2,5 y 3,6 respectivamente.
Para los coeficientes nuevos no existen en la literatura valores ampliamente aceptados.
El acuerdo ma´s cercano con las estimaciones de Nc grande y saturacio´n de resonancias de
[122] para L11−13 es el de NJL sin mesones vectoriales, para el que χ2/DOF = 0,29, pero
esto no es totalmente concluyente. Asimismo, es importante mencionar el notable acuerdo
entre las predicciones del modelo Quark Espectral para estos tres coeficientes y aquellas
provenientes del modelo quiral de bosonizacio´n de ref. [125], para el que se obtiene
L11 = 1,58 · 10−3 , L12 = −3,2 · 10−3 , L13 = 0,3 · 10−3 . (6.108)
6.7. Conclusiones
En este cap´ıtulo hemos calculado las constantes de baja energ´ıa del tensor energ´ıa-
impulso en varios modelos de quarks quirales: Quark Constituyente, Nambu–Jona-Lasinio
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Cuadro 6.1: Constantes adimensionales de baja energ´ıa y H0 comparadas con otros modelos
y con el valor que dan algunas referencias. Los valores mostrados para L1−13, H1−5 deben
ser multiplicados por 10−3. El valor de H0 debe multiplicarse por 103MeV
2.
TQP1 NJL NJL QC GM SQM2 Large Nc
3 Dual2
(gA = 1) (MDM) Large Nc
L1 0.53 ± 0.25 0.77 0.76 0.76 0.78 0.79 0.9 0.79
L2 0.71 ± 0.27 1.54 1.52 1.52 1.56 1.58 1.8 1.58
L3 −2.72 ± 1.12 −4.02 −2.73 −3.62 −4.25 −3.17 −4.3 −3.17
L4 0 0 0 0 0 0 0 0
L5 0.91 ± 0.15 1.26 2.32 1.08 0.44 2.0 ± 0.1 2.1 3.17
L6 0 0 0 0 0 0 0 0
L7 −0.32 ± 0.15 −0.06 −0.26 −0.26 −0.03 −0.07 ± 0.01 −0.3
L8 0.62 ± 0.20 0.65 0.89 0.46 0.04 0.08 ± 0.04 0.8 1.18
L9 5.93 ± 0.43 6.31 4.95 4.95 6.41 6.33 7.1 6.33
L10 −4.40 ± 0.704 −5.25 −2.47 −2.47 −4.77 −3.17 −5.4 −4.75
L11 1.85 ± 0.905 1.22 2.01 1.24 0.82 1.58 1.65
L12 −2.75 −1.06 −2.47 −2.47 −1.64 −3,17 −2.75
L13 1.7 ± 0.805 1.01 1.01 0.47 0.22 0.33 ± 0.01 1.15
H0 −14.6 −4.67 −4.67 −17.7 1.09
H1 −4.01 −2.78 −2.78 −4.76
H2 1.46 1.45 0.59 0.49 −1.0 ± 0.2
H3 0 0 −0.50 −0.89
H4 1.33 0.80 0.80 1.43
H5 1.16 0.70 0.70 1.25
(1) Ca´lculo a dos loops de ref. [126].
(2) Ref. [108], cap´ıtulo 7.
(3) Ref. [127].
(4) Ref. [128].
(5) Ref. [122].
con y sin mesones vectoriales, y Georgi-Manohar. Algunas de estas constantes se obtienen
directamente de los coeficientes esta´ndar de Gasser-Leutwyler, mientras que otras, L11−13
y H0,3−5, son nuevas y proceden de operadores que no esta´n presentes en el lagrangiano
quiral en espacio plano.
Te´cnicamente, el mejor modo de proceder es considerar QCD en un espacio-tiempo
curvo, ya que nos permite trabajar con el lagrangiano a bajas energ´ıas, en lugar de su va-
riacio´n (el tensor energ´ıa-impulso). Esto hace ma´s fa´cil tanto el ca´lculo como la imposicio´n
de las restricciones debidas a las simetr´ıas. El lagrangiano quiral en espacio-tiempo curvo
contiene dos tipos de contribuciones. Por una parte, aquellas que surgen de un acopla-
miento mı´nimo del lagrangiano en espacio plano con la me´trica, L(g), y por otra aquellas
contribuciones que contienen el tensor de curvatura de Riemann L(R). En el esp´ıritu de no
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introducir nuevos campos diferentes a la me´trica, hemos considerado u´nicamente la gra-
vedad de Einstein. En el caso de que se considerara torsio´n o violacio´n de la metricidad,
en principio podr´ıan aparecer nuevos te´rminos. Al igual que ocurre con los acoplamientos
gauge (por ejemplo, los momentos magne´ticos), los te´rminos gravitatorios L(R) no pueden
fijarse a partir de la covariancia general del lagrangiano quiral, y para obtenerlos es nece-
sario acoplar directamente gravedad con los quarks y los gluones de QCD antes de integrar
los campos y obtener el lagrangiano de bajas energ´ıas.
Hemos calculado en estos modelos de quarks quirales las constantes de baja energ´ıa
con un cierto grado de e´xito, y hemos aplicado la misma aproximacio´n para los te´rminos
con curvatura L(R). El acuerdo entre todos los modelos es razonable. Una comparacio´n con
los valores de TQP a dos loops [126] sugiere que NJL con mesones vectoriales es el que
mejor funciona para los coeficientes esta´ndar. Para los nuevos coeficientes L11−13, el mejor
acuerdo proviene de NJL sin mesones vectoriales, si bien el resultado no es concluyente.
Cap´ıtulo 7
Modelo Quark Espectral y Accio´n
Efectiva Quiral
La estructura de QCD a bajas energ´ıas en presencia de fuentes electrode´biles y gravi-
tacionales se describe muy bien mediante Teor´ıa Quiral de Perturbaciones (TQP) [25, 27,
122]. En el sector meso´nico, la rotura esponta´nea de la simetr´ıa quiral es dominante a
bajas energ´ıas y el ca´lculo sistema´tico de las correspondientes constantes de baja energ´ıa
(LEC’s) ha sido llevado a cabo recientemente hasta una precisio´n de dos loops [126, 128]
o mediante el uso de las ecuaciones de Roy [129]. Para los procesos fuertes y electrode´biles
que involucran mesones pseudoescalares, la mayor parte de las LEC’s esta´n saturadas en
te´rminos de resonancias de intercambio [127], que pueden ser justificadas en el l´ımite de
Nc grande en una cierta aproximacio´n de bajas energ´ıas [130]. En el caso de procesos
gravitacionales se pueden aplicar las mismas ideas [122]. Hoy en d´ıa, TQP se usa como un
test cualitativo y cuantitativo para cualquier modelo de la estructura de los hadrones a
bajas energ´ıas.
En este cap´ıtulo nos proponemos analizar, en el contexto de TQP con espacio-tiempo
curvo, el modelo quark espectral propuesto recientemente en ref. [101]. En primer lugar se
mostrara´ co´mo calcular la accio´n efectiva de este modelo a un loop de quarks, y algunas
de sus propiedades. Posteriormente se hara´ un estudio de la parte ano´mala de la accio´n
efectiva, con la obtencio´n del te´rmino esta´ndar de Wess-Zumino-Witten. Se vera´ que la
anomal´ıa que se obtiene con este modelo coincide con la anomal´ıa de QCD. Se aplicara´ el
formalismo desarrollado en el cap´ıtulo 6 para el ca´lculo de la contribucio´n no ano´mala
de la accio´n efectiva, y se obtendra´n las expresiones correspondientes para los coeficientes
de baja energ´ıa (LEC). Con el fin de considerar una realizacio´n expl´ıcita del modelo es-
pectral, se considerara´ e´ste dentro de un esquema de dominancia del meso´n vectorial, lo
cual permitira´ encontrar valores concretos para las LEC’s y comparar con resultados de
otros modelos presentados en el cap´ıtulo 6. Finalmente se comparara´n las predicciones del
modelo espectral para estas constantes con las obtenidas en la aproximacio´n de una u´nica
resonancia (SRA) en el l´ımite de Nc grande [122, 130], lo cual conducira´ a unas relaciones
de dualidad entre los canales vector y escalar.
Este cap´ıtulo esta´ basado en la referencia [108].
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7.1. Accio´n Efectiva del Modelo Quark Espectral
En la seccio´n 5.2.2 introdujimos el modelo quark espectral. La aproximacio´n es similar
en esp´ıritu al modelo de Efimov e Ivanov [131], propuesto hace algunos an˜os, y se basa en
la introduccio´n formal de la representacio´n de Lehmann generalizada para el propagador
del quark. La accio´n efectiva que obedece las identidades de Ward-Takahashi mediante
la te´cnica de Delbourgo y West [103] corresponde en nuestro caso a una prescripcio´n de
sustitucio´n mı´nima. Esto conduce a un determinante fermio´nico de la forma1
ΓSQM[U, s, p, v, a, g] = −iNc
∫
C
dωρ(ω)Tr log (iD) , (7.2)
donde el operador de Dirac viene dado por
iD = i/d− ωU5 − mˆ0 + (/v + /aγ5 − s− iγ5p) = iD − ωU5 . (7.3)
Estamos trabajando en espacio-tiempo curvo de Minkowski. La derivada dµ es derivada
covariante bajo transformaciones generales de coordenadas y transformaciones de Lorentz,
e incluye la conexio´n de esp´ın. El tensor me´trico gµν es la fuente externa que representa
el acoplamiento con un campo gravitatorio. La matriz U5 = Uγ5 es la matriz de sabor
que representa el octete de mesones pseudoescalares en la representacio´n no lineal. Este
operador de Dirac transforma de manera covariante bajo transformaciones quirales locales.2
En lo sucesivo consideraremos el modelo con Nf = 3.
Si se considera la matriz U en el sector U(3) de sabor, la anomal´ıa U(1)A se puede tener
en cuenta an˜adiendo el te´rmino habitual [26]
LA = −f
2
π
4
m2η1
{
θ − i
2
[
log det U¯ − log det U¯ †]}2 , (7.4)
donde U = U¯eiη8/(3fpi), con det U¯ = 1. Para θ = 0 este te´rmino es invariante CP y
SU(Nf )L×SU(Nf )R.
La accio´n efectiva del modelo tiene un aspecto similar a la del modelo NJL bosonizado
(ver seccio´n 6.3). La principal diferencia tiene que ver con la interpretacio´n del me´todo de
regularizacio´n. Por una parte, en los modelos NJL u´nicamente se puede regularizar sobre
loops de quarks (l´ıneas de quark cerradas). El hecho de que en el modelo quark espectral la
“regularizacio´n” de Lehmann se produzca sobre l´ıneas de quark abiertas tiene importantes
consecuencias en cuanto a la consistencia de los ca´lculos a energ´ıas altas tanto en una
interpretacio´n puramente hadro´nica como parto´nica.
1 Para un operador bilocal A(x, x′) (matrices en espacio de Dirac y de sabor) se tiene
TrA =
∫
d4x
√−g tr〈A(x, x)〉 , (7.1)
donde tr indica traza de Dirac y 〈 〉 traza en espacio de sabor.
2Para un estudio sobre el acoplamiento con gravedad de los modelos de quarks quirales, ver secciones 6.2
y 6.3.
7.2 Anomal´ıas Quirales 153
Dado que el contorno de integracio´n para la variable espectral ω es en general complejo,
resulta complicado pasar a espacio eucl´ıdeo y separar la accio´n en una parte real y otra
imaginaria. En lugar de espacio eucl´ıdeo, podemos considerar el espacio de Minkowski e
introducir, como hicimos en sec. 6.2.2, el operador auxiliar
− iD5 = γ5
(
i/d− ωU5† − mˆ0 + /v − γ5/a− s+ iγ5p
)
γ5 . (7.5)
De este modo, la accio´n efectiva con paridad normal se escribe
Γ+SQM = −
i
2
Nc
∫
C
dωρ(ω)Tr log (D5D) . (7.6)
7.2. Anomal´ıas Quirales
Una de las ventajas ma´s importantes de la regularizacio´n espectral es que conduce a
observables hadro´nicos finitos e independientes de la escala, lo cual es un requerimiento
ba´sico de todo procedimiento de regularizacio´n. No obstante, esto no significa o implica
necesariamente que la accio´n efectiva total en presencia de campos externos sea finita, ya
que incluso en el caso de que los campos pio´nicos sean cero, U = 1, existen procesos no
hadro´nicos. En realidad, ocurre que la renormalizacio´n de la funcio´n de onda del foto´n es
proporcional a ρ′0 [101], de modo que depende de la escala µ y por tanto diverge en ciertos
esquemas de regularizacio´n (por ejemplo, en regularizacio´n dimensional). Esta dependencia
en escala surge tambie´n en otros te´rminos no hadro´nicos de la accio´n efectiva.
En [101] se encuentra que las desintegraciones π0 → 2γ y γ → 3π se muestran de
acuerdo con los valores correctos que se esperan de la anomal´ıa quiral de QCD. Con ayuda
de la accio´n efectiva, ec. (7.2), vamos a ver en esta seccio´n que esto es cierto tambie´n
para todos los procesos ano´malos. En primer lugar calcularemos la anomal´ıa quiral, y
mostraremos que en presencia de campos externos la anomal´ıa no depende del campo
pio´nico U , y por tanto coincide con la anomal´ıa en QCD debido a las condiciones espectrales
ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4 = 0. Despue´s veremos co´mo surge en este contexto el te´rmino esta´ndar
de Wess-Zumino-Witten [132, 133].
7.2.1. Ca´lculo de la anomal´ıa quiral
Bajo transformaciones quirales locales (vector y axial) el operador de Dirac se trans-
forma
D→ e+iǫV (x)−iǫA(x)γ5 D e−iǫV (x)−iǫA(x)γ5 , (7.7)
con
ǫV (x) =
∑
a
ǫaV (x)λa , ǫA(x) =
∑
a
ǫaA(x)λa . (7.8)
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Infinitesimalmente, la transformacio´n es
δD = i[ǫV ,D]− i{ǫAγ5,D} . (7.9)
Si consideramos una transformacio´n quiral en la accio´n efectiva, ec. (7.2), sin ninguna
regularizacio´n adicional, se tiene
δS = −iNcTr
∫
C
dωρ(ω)
[
δDD−1
]
. (7.10)
Teniendo en cuenta la propiedad c´ıclica de la traza, se obtiene so´lo una contribucio´n pro-
cedente de la variacio´n axial
δAS ≡ AA =
∫
d4x tr
∫
C
dωρ(ω)〈2iǫAγ5〉 = ρ0
∫
d4x tr〈2iǫAγ5〉 , (7.11)
un resultado que es ambiguo incluso en presencia de regularizacio´n espectral, debido a
la traza dimensional infinita [38]. Para evitar la ambigu¨edad es necesario introducir una
regularizacio´n extra. Como es bien sabido, no existe una regularizacio´n que preserve la
simetr´ıa quiral, de modo que la anomal´ıa es generada.
El ca´lculo se puede hacer con me´todos esta´ndares. Una regularizacio´n conveniente es
la regularizacio´n ζ [134], que permite calcular directamente la anomal´ıa a partir del propio
operador de Dirac (no su cuadrado), y no precisa de ninguna redefinicio´n de la matriz γ5.
Esto conduce a
δAS ≡ AA = Tr
∫
C
dωρ(ω)
(
2iǫAγ5 [iD]
0)
=
∫
d4x tr
∫
C
dωρ(ω)〈2iǫA(x)γ5〈x|D0|x〉〉 , (7.12)
donde la potencia cero del operador de Dirac se entiende como una continuacio´n anal´ıtica
que puede escribirse en te´rminos de coeficientes de Seeley-DeWitt para operadores de
Dirac [134]:
〈x|D0|x〉 = 1
(4π)2
{1
2
D4 +
1
3
(D2Γ2µ + ΓµD
2Γµ + Γ
2
µD
2)
+
1
6
(
Γ2µΓ
2
ν + (ΓµΓν)
2 + ΓµΓ
2
νΓµ
)}
, (7.13)
donde Γµ =
1
2
{γµ,D}. La combinacio´n {γµ,D} es un operador multiplicativo, de modo que
equivale a una funcio´n. El resultado para acoplamientos generales en cuatro dimensiones
ha sido obtenido de [134]. Una inspeccio´n directa muestra que, puesto que la dependencia
en ω viene dada por iD = iD − ωU5, el resultado se puede escribir como la suma de un
te´rmino independiente de ω ma´s un polinomio en ω
AA =
∫
C
dωρ(ω) (AA[s, p, v, a] +AA[s, p, v, a, ω, U ]) = ρ0AA[s, p, v, a] , (7.14)
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donde el te´rmino polino´mico dependiente de ω se anula, por las condiciones espectrales
(los momentos positivos son cero). Esto muestra que la anomal´ıa del modelo quark espec-
tral coincide con la anomal´ıa de QCD despue´s de introducir una regularizacio´n adicional
conveniente, independientemente de los detalles de la funcio´n espectral. Esto es un punto
importante, ya que si la accio´n efectiva Γ[U, s, p, v, a] en ec. (7.2) fuera finita e invariante
quiral, aparentemente no habr´ıa razo´n para la existencia de anomal´ıas.
7.2.2. Te´rmino de Wess-Zumino-Witten
Mostraremos aqu´ı do´nde y co´mo surgen estas divergencias. Por simplicidad, conside-
remos el l´ımite quiral mˆ0 = 0, los campos externos los haremos cero y trabajaremos en
espacio-tiempo plano, de modo que iD = i/∂. Conseguiremos una representacio´n conve-
niente si introducimos el campo
U5t = e
it
√
2γ5Φ/fpi , (7.15)
que permite interpolar entre el vac´ıo U5t=0 = 1, y la matriz completa U
5
t=1 = U
5. Podemos
escribir la siguiente identidad trivial para la accio´n efectiva con sustraccio´n del vac´ıo:
ΓSQM[U, s, p, v, a]− ΓSQM[1, s, p, v, a] = −iNc
∫ 1
0
dt
d
dt
∫
C
dωρ(ω)Tr log
(
iD − ωU5t
)
= iNc
∫ 1
0
dt
∫
C
dωρ(ω)Tr
[
ω
dU5t
dt
1
iD − ωU5t
]
.
Puesto que estamos interesados en procesos con paridad anormal, es suficiente con identi-
ficar los te´rminos que contienen el tensor de Levi-Civita` ǫµναβ , que por invariancia Lorentz
precisan de al menos cuatro derivadas. Teniendo en cuenta el hecho de que las derivadas
actu´an sobre su derecha, se tiene
Γ
−(4)
SQM = −iNc
∫ 1
0
dt
∫
C
dωρ(ω)
∫
d4x
∫
d4k
(2π)4
1
[k2 − ω2]5
× Tr
{
−ωγ5U †t
dUt
dt
ω
[
ωU †t i/∂Ut
]4}
, (7.16)
donde el super´ındice (4) indica O(p4). Tras el ca´lculo de las trazas e integrales, finalmente
se obtiene
Γ
−(4)
SQM = ρ0
Nc
48π2
∫ 1
0
dt
∫
d4x ǫµναβ 〈U †t
dUt
dt
U †t ∂
µUtU
†
t ∂
νUtU
†
t ∂
αUtU
†
t ∂
βUt〉,
que coincide con el te´rmino de Wess-Zumino-Witten (WZW) [132, 133], si usamos que ρ0 =
1. Los campos externos pueden ser incluidos mediante el uso de ec. (7.16), lo cual genera
el te´rmino de WZW en la forma de Bardeen. En realidad, la diferencia ΓSQM[U, s, p, v, a]−
ΓSQM[1, s, p, v, a] es finita y preserva invariancia gauge, pero rompe la simetr´ıa quiral lo
cual genera la anomal´ıa de ec. (7.14).
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7.3. Desarrollo quiral de la accio´n efectiva
A partir de la accio´n de ec. (7.2) podemos calcular el desarrollo en derivadas en el
contexto de espacio-tiempo curvo (para los detalles, ver la seccio´n 6.4). Teniendo en cuenta
la fo´rmula del desarrollo del heat kernel, ec. (6.67), los coeficientes que se obtienen son los
mismos que se obtuvieron en el modelo NJL, ec. (6.68), con la salvedad de considerar la
sustitucio´n M → ω, y el hecho de que en el modelo espectral no se introducen campos
internos auxiliares para bosonizar (los s´ımbolos no tienen barra: V, ∇µ, Fµν). Despue´s de
usar las condiciones espectrales ρn = 0, n > 0, la contribucio´n de paridad normal para la
accio´n efectiva se escribe
− i
2
Tr logD5D = −1
2
Nc
(4π2)
∫
d4x
√−g
∫
C
dωρ(ω)
× tr〈−1
2
ω4 logω2a0 + ω
2 log ω2a1 − log(ω2/µ2)a2 + 1
ω2
a3 +
1
ω4
a4 + · · · 〉
=
∫
d4x
√−g (L(0) + L(2) + L(4) + · · · ) . (7.17)
Despue´s del ca´lculo de las trazas de Dirac, para el orden O(p2) del lagrangiano efectivo se
tiene
L(2) = Nc
(4π)2
∫
C
ρ(ω)
{
− ω2 log ω2〈∇µU †∇µU〉
+ 2ω3 logω2〈m†U + U †m〉+ ω2 logω2 1
12
〈R〉
}
, (7.18)
y para el orden O(p4)
L(4) = Nc
(4π)2
∫
C
ρ(ω)
{
+
1
6
log ω2〈(FRµν)2 + (FLµν)2〉 − log ω2〈
7
720
RαβµνRαβµν − 1
144
R2 +
1
90
RµνRµν〉
− i
3
〈FRµν∇µU †∇νU + FLµν∇µU∇νU †〉+
1
12
〈(∇µU∇νU †)2〉 − 1
6
〈(∇µU∇µU †)2〉
+
1
6
〈∇µ∇νU∇µ∇νU †〉 − 1
6
〈FLµνUFRµνU †〉
+ log ω2ω2
(
2〈m†m〉+ 〈(m†U + U †m)2〉)
− 1
2
ω〈∇µU †∇µU(m†U + U †m)〉 − log ω2ω〈∇µU †∇µm +∇µm†∇µU〉
− ω logω21
6
R〈U †m +m†U〉+ 1
12
R∇µU †∇µU〉
}
. (7.19)
En estas fo´rmulas m ≡ s + ip = χ/2B0. Notar que los momentos que aparecen hasta este
orden son ρ0 = 1, ρ1 = 0 y ρ2 = 0, as´ı como los momentos logar´ıtmicos ρ
′
0, ρ
′
1 y ρ
′
2. Tras
aplicar las ecuaciones de movimiento cla´sicas del campo U , ecs. (6.88)-(6.89), la identidad
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integral de ec. (6.90) y la identidad va´lida en SU(3), ec. (6.91), se llega a la forma esta´ndar
del lagrangiano dada por ecs. (6.92)-(6.93) para las contribuciones me´tricas y ecs. (6.94)-
(6.95) para las contribuciones con curvatura. Los valores que se obtienen para la constante
de desintegracio´n de´bil del pio´n y el condensado de quarks en el l´ımite quiral son
f 2π = −
4Nc
(4π)2
ρ′2 , (7.20)
f 2πB0 = −〈q¯q〉 =
4Nc
(4π)2
ρ′3 , (7.21)
y los coeficientes LEC’s se escriben
L3 = −2L2 = −4L1 = − Nc
(4π)2
ρ0
6
, L4 = L6 = 0 ,
L5 = − Nc
(4π)2
ρ′1
2B0
, L7 =
Nc
(4π)2
1
2Nf
(
ρ′1
2B0
+
ρ0
12
)
,
L8 =
Nc
(4π)2
[
ρ′2
4B20
− ρ
′
1
4B0
− ρ0
24
]
, L9 = −2L10 = Nc
(4π)2
ρ0
3
,
L12 = −2L11 = − Nc
(4π)2
ρ0
6
, L13 = − Nc
(4π)2
ρ′1
12B0
=
1
6
L5 , (7.22)
H0 = −f
2
π
4
Nf
6
, H1 =
Nc
(4π)2
ρ′0
6
, H2 =
Nc
(4π)2
(
ρ′2
B20
+
ρ′1
2B0
+
ρ0
12
)
,
H3 =
Nc
(4π)2
Nf
ρ′0
144
, H4 = − Nc
(4π)2
Nf
ρ′0
90
, H5 = − Nc
(4π)2
Nf
7ρ′0
720
.
El valor para L7 se corresponde con el modelo SU(3) de sabor. Para el modelo U(3), se
obtiene del ca´lculo que L7 = 0, pero entonces el te´rmino de ec. (7.4) deber´ıa ser an˜adido,
de modo que el valor de L7 se modificar´ıa.
Como vemos, los coeficientes L1, L2, L3, L4, L6, L9, L10 son nu´meros puros, y coinciden
con los que se esperan en el l´ımite en que la regularizacio´n se elimina [105]. Esto tiene
que ver con el cara´cter adimensional de las LEC’s, y que involucran por tanto el momento
cero ρ0 = 1. El hecho de que H1 sea proporcional a ρ
′
0 se corresponde con una funcio´n
de onda del campo gauge dependiente de la escala, o divergente. Quiere esto decir que la
parte finita de H1 depende del esquema de regularizacio´n.
A partir de los valores de f 2π = 93,2MeV y L5 = 2,1 · 10−3 [127], se obtiene
L7 = − L5
2Nf
+
Nc
384π2Nf
≃ −0,09 · 10−3,
L8 =
L5
2
− Nc
384π2
− f
2
π
16B20
≃ 0,13 · 10−3,
H2 = −L5 + Nc
192π2
− f
2
π
4B20
≃ −1,02 · 10−3. (7.23)
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En cuanto a las contribuciones con curvatura, el valor no nulo de H0 conduce a una
correccio´n fuerte para la constante gravitatoria de Newton G. Esta correccio´n es propor-
cional al cociente entre la escala hadro´nica y la escala de Planck 2πNff
2
πG/3, lo cual es
nume´ricamente despreciable.
7.4. Resultados para el Modelo de Dominancia Vec-
torial
Hasta ahora todas nuestras consideraciones han sido hechas para una funcio´n espectral
general sujeta a una serie de propiedades que deben cumplir sus momentos y momentos
logar´ıtmicos. Es deseable construir una forma expl´ıcita para esta funcio´n pues esto condu-
cira´ a importantes consecuencias fenomenolo´gicas del modelo. Con este fin, en ref. [101] se
adopta la siguiente expresio´n para el factor de forma del pio´n
FV (t) =
M2V
M2V + t
, (7.24)
donde MV indica la masa del meso´n ρ. Esta forma corresponde al esquema de dominancia
del meso´n vectorial, que reproduce muy bien los datos experimentalres recientes [135]. La
expresio´n del factor de forma del pio´n que se deriva del modelo espectral depende de los
momentos pares y negativos de ρ(ω). Por comparacio´n con (7.24) se llega a la siguiente
identificacio´n [101]
ρ2−2n =
22n+3π3/2f 2π
NcM2nV
nΓ(n + 3/2)
Γ(n+ 1)
, n = 1, 2, 3, . . . (7.25)
La condicio´n ρ0 = 1 conduce a
f 2π =
NcM
2
V
24π2
, (7.26)
que es una relacio´n que se obtiene a menudo en los modelos de quarks quirales cuando se
considera este esquema de dominancia. Esto proporciona una estimacio´n razonable de la
masa del meso´n ρ, MV = 826MeV para fπ = 93MeV, yMV = 764MeV para fπ = 86MeV
en el l´ımite quiral.
Notar que si en (7.25) hicie´ramos una prolongacio´n ana´litica en el ı´ndice n, obtendr´ıamos
para los momentos positivos ρ2n = 0, n = 2, 3, . . . debido a que la funcio´n Γ(n) presenta
singularidades en enteros no positivos. Los momentos logar´ıtmicos de ρ(ω) se pueden eva-
luar fa´cilmente mediante prolongacio´n anal´ıtica de los momentos ρn en el plano complejo
de n [101],
ρ′n =
∫
C
dω log(ω2)ωnρ(ω) = 2
d
dz
∫
C
dω ωzρ(ω)
∣∣∣
z=n
= 2
d
dz
ρz
∣∣∣
z=n
, (7.27)
que conduce a
ρ′2n =
(
−M
2
V
4
)n Γ(n)Γ(5
2
− n)
Γ(5/2)
, n = 1, 2, 3, . . . (7.28)
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Los momentos contienen toda la informacio´n necesaria para ca´lculos pra´cticos, sin embargo
resulta interesante escribir una fo´rmula expl´ıcita para la funcio´n espectral. El problema
matema´tico consiste en invertir la fo´rmula ρ2n =
∫
C dω ω
2nρV (ω), con los momentos dados
por (7.25). La solucio´n del problema conduce a [101]
ρV (ω) =
1
2πi
1
ω
1
(1− 4ω2/M2V )dV
, (7.29)
con dV = 5/2. Esta funcio´n presenta un polo simple en el origen, y cortes de rama que
empiezan en ω = ±MV /2.
La funcio´n espectral vector, ρV , corresponde a la parte par de la funcio´n ρ: ρV (ω) =
(ρ(ω) + ρ(−ω)) /2. Para la parte impar, que denominaremos funcio´n espectral escalar,
ρS(ω) = (ρ(ω)− ρ(−ω)) /2, debe suponerse una cierta forma funcional que sea adecua-
da, que satisfaga las condiciones espectrales impares ρ2n+1 = 0, n ≥ 0, y reproduzca el
valor del momento logar´ıtmico ρ′3 = −4π2〈q¯q〉/Nc, (ec. (7.21)). En ref. [101] se sugiere una
forma ana´loga a ec. (7.29),
ρS(ω) =
1
2πi
16(dS − 1)(dS − 2)ρ′3
M4S(1− 4ω2/M2S)dS
. (7.30)
Los datos del ret´ıculo para la masa constituyente de los quarks favorece el valor dS =
5/2 [101].
En el modelo de dominancia vectorial (MDM), el propagador del quark de ec. (5.33) se
escribe
S(p) =
∫
C
dω
ρV (ω)/p+ ρS(ω)ω
p2 − ω2 =
Z(p2)
/p−M(p2) , (7.31)
donde el contorno de integracio´n C consta de dos partes. La primera comienza en +∞−
i0 siguiendo el eje real positivo, rodea el polo +MV /2 haciendo una media circunferencia en
el sentido de las agujas del reloj, y vuelve a +∞+i0 siguiendo el mismo eje real positivo. La
segunda parte del contorno comienza en −∞+ i0 y sigue el eje real negativo hasta el polo
−MV /2, lo rodea en sentido de las agujas del reloj, y vuelve a −∞− i0 siguiendo el mismo
eje real negativo. Estas dos secciones esta´n conectadas en el infinito con semic´ırculos. Este
contorno de integracio´n es el que se usa para ρV . Para ρS se considera el mismo contorno C,
salvo que los polos esta´n en ±MS/2.
En este modelo se obtienen los siguientes valores para los momentos logar´ıtmicos
ρ′1
MD
=
8π2〈q¯q〉
NcM2S
= −5MQM
2
S
6M2V
,
ρ′2
MD
= −4π
2f 2π
Nc
= −M
2
V
6
, (7.32)
ρ′3
MD
= −4π
2〈q¯q〉
Nc
=
5MQM
4
S
12M2V
,
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donde MQ es la masa constituyente de los quarks, que viene dada por [101]
MQ ≡M(0) = −48M
2
V π
2〈q¯q〉
5NcM4S
. (7.33)
Haciendo uso de estos valores se tiene
L5 =
Nc
96π2
M2V
M2S
, (7.34)
L7 =
Nc
32π2Nf
(
1
12
− M
2
V
6M2S
)
, (7.35)
L8 =
Nc
16π2
(
− M
10
V
150M2QM
8
S
+
M2V
12M2S
− 1
24
)
. (7.36)
En la tabla 6.1 del cap´ıtulo 6 se muestran lo resultados correspondientes al modelo quark
espectral en su realizacio´n MDM para las constantes L5,7,8, as´ı como las predicciones pa-
ra L1,2,3,4,6,9,10, que son comunes al esquema de [105]. Adema´s aparecen los coeficientes
L11−13, correspondientes a las contribuciones con curvatura del lagrangiano quiral. Estos
valores nume´ricos se han obtenido considerando MV = 770MeV, MS = 970(21)MeV y
MQ = 303(24)MeV.
3
Para el modelo espectral en su versio´n SU(2) de sabor, en ausencia de correcciones de
loops meso´nicos, se tiene4
l¯1 = −l¯2 = −1
2
l¯5 = −1
4
l¯6 = −Nc , (7.37)
l¯3 =
4Nc
3
+
16NcM
10
V
75M2QM
8
S
, (7.38)
l¯4 =
2NcM
2
V
3M2S
. (7.39)
Los radios cuadra´ticos medios vector y escalar del pio´n vienen dados por [25]
〈r2〉V = 1
16π2f 2π
l¯6 =
6
M2V
, 〈r2〉S = 3
8π2f 2π
l¯4 =
6
M2S
. (7.40)
Las componentes escalar (esp´ın-0) y tensorial (esp´ın-2) de los factores de forma gravitacio-
nales (θ0 y θ2 respectivamente) [122], producen el mismo radio cuadra´tico medio
〈r2〉G,0 = 〈r2〉G,2 = Nc
48π2f 2π
, (7.41)
3Para una discusio´n sobre estos resultados y su comparacio´n con otros modelos, ver seccio´n 6.6.3. Estos
valores de MS y MQ se han obtenido en ref. [101] a partir de un ajuste con el modelo espectral de los
datos para la masa constituyente de los quarks obtenidos en el ret´ıculo [136].
4Hacemos uso de las relaciones dadas en ref. [27] para pasar de la forma del lagrangiano quiral en SU(3)
a la forma en SU(2). Estas relaciones son l¯1 = 192π
2(2L1 + L3), l¯2 = 192π
2L2, l¯3 = 256π
2(2L4 + L5 −
4L6 − 2L8), l¯4 = 64π2(2L4 + L5), l¯5 = −192π2L10, l¯6 = 192π2L9, l¯11 = 192π2L11 , l¯13 = 256π2l13. La
constante l12 no esta´ renormalizada por el loop pio´nico.
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independientemente de la realizacio´n particular del modelo espectral. Si saturamos los
factores de forma con mesones escalares y tensoriales f0 y f2, para sus masas se tiene
Mf0 =Mf2 = 4πfπ
√
3/Nc = 1105− 1168MeV , (7.42)
dependiendo de si se toma fπ = 88 o 93 MeV, respectivamente. El valor experimental
para el meso´n tensorial ma´s ligero es M expf2 = 1270MeV. Tal y como se discute en [122],
el factor de forma θ0 (correspondiente a la traza del tensor energ´ıa-impulso) se acopla con
mesones escalares, mientras que θ2 (correspondiente a la parte de θµν sin traza) se acopla
con mesones tensoriales (esp´ın-2).
Hay que decir que el meso´n escalar de masa Mf0 , que domina el tensor energ´ıa-impulso,
no necesariamente coincide con el meso´n escalar de masaMS, que domina el factor de forma
escalar. En realidad se tiene Mf0 =
√
2MV , mientras que MS es una magnitud libre. Esto
surge de manera natural en la aproximacio´n espectral, donde el factor de forma escalar FS
en el l´ımite quiral involucra los momentos impares, mientras que θ0 involucra los pares. En
particular, los radios cuadra´ticos medios son proporcionales a ρ′1 y ρ0, respectivamente.
7.5. L´ımite de Nc grande y Dualidad
En virtud del hecho de que nuestro resultado se ha obtenido en la aproximacio´n de
un loop de quarks,5 no podemos esperar que el modelo de´ mejores resultados para las
LEC’s que la contribucio´n de orden ma´s bajo en un contaje en Nc, el cual esta´ formado
por un nu´mero infinito de intercambios de resonancias [130]. Por otra parte, el ca´lculo
de estas contribuciones en Nc grande requiere el uso de suposiciones adicionales, tales
como la convergencia de una serie infinita de estados y, por otra parte, una estimacio´n
de las contribuciones de las resonancias ma´s altas. En la pra´ctica, se puede trabajar en
la aproximacio´n de una u´nica resonancia (SRA), lo cual conduce a una reduccio´n de los
para´metros [122, 130]:
2LSRA1 = L
SRA
2 =
1
4
LSRA9 = −
1
3
LSRA10 =
f 2π
8M2V
, (7.43)
LSRA5 =
8
3
LSRA8 =
f 2π
4M2S
, (7.44)
LSRA3 = −3LSRA2 +
1
2
LSRA5 , (7.45)
2LSRA13 = 3L
SRA
11 + L
SRA
12 =
f 2π
4M2f0
, (7.46)
LSRA12 = −
f 2π
2M2f2
, (7.47)
donde fπ, MV y MS indican las contribuciones de orden ma´s bajo en Nc para estas magni-
tudes. En la obtencio´n de estas fo´rmulas para L1−L10, se han ajustado las contribuciones
5El modelo espectral no se ha desarrollado ma´s alla´ de un loop.
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de los mesones pseudoescalares y axiales con objeto de reproducir las reglas de suma qui-
rales para las funciones de correlacio´n de dos puntos VV-AA y SS-PP, adema´s de exigir un
comportamiento convergente a altas energ´ıas para los factores de forma hadro´nicos.6 Ob-
viamente, el imponer ma´s ligaduras a cortas distancias implica el uso de ma´s resonancias.
Los valores de L11,12,13 se han obtenido del intercambio de una u´nica resonancia escalar
y tensorial [122]. Por una parte, es necesario considerar un meso´n tensorial con objeto de
proporcionar un valor no nulo para L12, y por otra parte, los mesones tensoriales contri-
buyen tambie´n a otras LEC’s [137], lo cual no esta´ tenido en cuenta en ecs. (7.43)-(7.47).
Por tanto, con objeto de simplificar la discusio´n, en lo que sigue nos restringiremos a los
acoplamientos no gravitacionales L1−L10. Notar que, si bien el poder predictivo es grande,
se consigue en te´rminos de dos razones adimensionales fπ/MV y fπ/MS. Obviamente, en
el l´ımite quiral se espera que tanto MV como MS escalen como fπ. Por tanto, con objeto
de preservar las reglas de contaje en Nc grande, se deber´ıa tener que
MV = cV fπ/
√
Nc , MS = cSfπ/
√
Nc , (7.48)
donde cV y cS son coeficientes independientes de Nc. El hecho sorprendente es que en el
modelo quark espectral, las constantes de baja energ´ıa dependen de las razonas adimensio-
nales ρ′1/B0 y ρ
′
2/B
2
0 . En vista de esto, resulta tentador calcular los momentos logar´ıtmicos
espectrales a partir de las reglas de Nc grande, de un modo que sea modelo-independiente.
En primer lugar vemos que las razones L1 : L2 : L9 en el modelo quark espectral coinci-
den con las de SRA. Los valores de L5 y L8 pueden ser usados para determinar ρ
′
1 y ρ
′
2
respectivamente, de modo que se tiene
ρ′1
SRA
=
8π2〈q¯q〉
NcM2S
, (7.49)
ρ′2
SRA
= −4π
2f 2π
Nc
= −M
2
V
6
, (7.50)
lo cual esta´ de acuerdo con ecs. (7.34) y (7.26). Esto no es sorprendente, pues la f´ısica
de SRA y del modelo quark espectral en su versio´n MDM es similar. La u´nica diferencia
es que de ecs. (7.49)-(7.50) no se puede deducir el valor de la masa constituyente de los
quarks MQ = M(0), que viene dada por el cociente MQ = ρ−1/ρ−2 (ecs. (5.35)-(5.36)).
Para determinar MQ ser´ıa necesario calcular los te´rminos de O(p6) en el lagrangiano quiral
y comparar con SRA en el l´ımite Nc grande.
Por otra parte, no es posible hacer compatibles L8 o L10. El desacuerdo con los corres-
pondientes valores en Nc grande se debe a que el modelo espectral viola la regla de suma
SS-PP y la segunda regla de Weinberg VV-AA. Esta violacio´n tambie´n ocurre en otros
modelos de quarks [138, 139] (no ocurre en los modelos no locales; ver [140, 141]). En
efecto, en el modelo no existe intercambio de meso´n axial en L10 (1/4 de la contribucio´n
total) ni de meso´n pseudoescalar en L8 (1/4 de la contribucio´n total). Por otra parte,
para el valor de fπ que se obtiene de ec. (7.26), las constantes L1, L2, L4, L5, L6, L9
6En particular, MP /MS =MA/MV =
√
2, donde MP es la masa del pio´n excitado.
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reproducen las identidades en Nc grande que aparecen en [127]. Este acuerdo se puede ver
en la tabla 6.1 si se considera un factor de correccio´n 24π2f 2π/NcM
2
V = 1,15. Se podr´ıa forzar
que L3 coincidiera con la estimacio´n de Nc grande tomandoMV = MS. Esto concuerda con
la observacio´n en la aproximacio´n unitaria quiral de ref. [142], de que en el l´ımite de Nc
grande, los mesones escalar y vector son degenerados.7 Por tanto, el intentar compatibilizar
el l´ımite de Nc grande en la SRA con el modelo quark espectral produce una degeneracio´n
de los mesones escalar y vector. Esta degeneracio´n fue sugerida en [143] en el contexto de
reglas de suma superconvergentes y han sido interpretadas ma´s recientemente en base a
simetr´ıas que se restablecen [144].
Parece claro que cualquier modificacio´n en el modelo quark espectral afectara´ u´nicamen-
te a L8 y L10. Si se considera MS =MV = 2πfπ
√
6/Nc para Nc grande en la aproximacio´n
SRA, se obtienen las siguientes relaciones de dualidad
2L1 = L2 = −1
2
L3 =
1
2
L5 =
2
3
L8 =
1
4
L9 = −1
3
L10 =
Nc
192π2
. (7.51)
Esto conduce a las relaciones de dualidad para las masas
MA = MP =
√
2MV =
√
2MS = 4π
√
3
Nc
fπ . (7.52)
La nueva relacio´n MA = MP concuerda con el valor experimental dentro del error del 30%
que se espera de considerar el l´ımite Nc grande. Haciendo uso de ec. (7.40) se obtiene
〈r2〉1/2S = 〈r2〉1/2V =
√
Nc
2πfπ
. (7.53)
Estas relaciones esta´n sujetas a correcciones en mπ y en o´rdenes ma´s altos en Nc. Nume´ri-
camente se tiene
〈r2〉1/2S = 〈r2〉1/2V = 0,58− 0,62 fm , (7.54)
dependiendo de si se toma fπ = 88 o 93 MeV. El valor del radio escalar es pro´ximo al que
se obtiene de TQP hasta dos loops [145], 0,78 fm.
En el caso SU(2), el modelo de dualidad con Nc grande conduce a
− l¯1 = l¯2 = 3
2
l¯3 =
3
2
l¯4 =
1
3
l¯5 =
1
4
l¯6 = Nc . (7.55)
Los valores recientes obtenidos a partir del ana´lisis de la colisio´n ππ a nivel de dos loops [145]
y de factores de forma vector y escalar [146] a dos loops son
l¯1 = −0,4± 0,6 , l¯2 = 6,0± 1,3 , l¯3 = 2,9± 2,4,
l¯4 = 4,4± 0,2 , l¯5 = 13,0± 1,0 , l¯6 = 16,0± 1,0 . (7.56)
7Para Nc = 3, 10, 20, 40, en ref. [142] se obtiene MS/MV = 0,58, 0,84, 0,96, 0,98, respectivamente, con
MS y MV las partes reales de los polos en la segunda hoja de Riemann.
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Los coeficientes l¯ son ma´s susceptibles de poder compararse con TQP ya que los loops
quirales generan un cambio constante c = log(µ2/m2), que es el mismo para todos ellos.
Por tanto, tiene sentido comparar diferencias donde los logaritmos se cancelan.
l¯2 − l¯1 = 2Nc (Exp. 6,4± 1,4) ,
l¯3 − l¯1 = 5Nc
3
(Exp. 3,3± 2,5) ,
l¯4 − l¯1 = 5Nc
3
(Exp. 4,8± 0,6) , (7.57)
l¯5 − l¯1 = 4Nc (Exp. 13,4± 1,2) ,
l¯6 − l¯1 = 5Nc (Exp. 16,4± 1,2) .
El acuerdo es excelente dentro de las incertidumbres, y esto sugiere una precisio´n del orden
de 1/N2c en lugar de la que cabr´ıa esperar a priori 1/Nc.
El cambio constante de los loops pio´nicos se produce con una escala µ = 513±200MeV,
lo cual es comparable con la masa del meso´n ρ. Considerando las ecs. (7.43)-(7.45) corres-
pondientes a SRA, con los valores f´ısicos fπ = 93,2MeV, MS = 1000 MeV y MV =
770MeV, tal y como se hace en [130], se tiene
l¯2 − l¯1 = 8,3 , l¯3 − l¯1 = 6,2 , l¯4 − l¯1 = 6,2 , l¯5 − l¯1 = 15,2 , l¯6 − l¯1 = 18,7 . (7.58)
Se podr´ıan obtener unos valores ma´s razonables considerando MS = 600MeV, pero enton-
ces la relacio´n SRA, MP =
√
2MS , predicir´ıa un valor demasiado pequen˜o para la masa
del estado pio´nico excitado.
Esta discusio´n favorece fenomenolo´gicamente las relaciones de dualidad ec. (7.51) frente
a las relaciones de SRA, ecs. (7.43)-(7.45), con para´metros f´ısicos.
7.6. Conclusiones
En este cap´ıtulo se ha estudiado el desarrollo quiral en el modelo quark espectral pro-
puesto recientemente, en presencia de fuerzas externas electrode´biles y gravitatorias. El
modelo esta´ basado en una representacio´n de Lehmann para el propagador del quark con
una funcio´n espectral no convencional, que es en general una funcio´n compleja con cortes
de rama. Se ha escrito la accio´n efectiva que reproduce las identidades de Ward-Takahashi,
y gracias a una serie infinita de condiciones espectrales hemos obtenido la contribucio´n
ano´mala quiral a la accio´n. Esta contribucio´n aparece convenientemente normalizada sin
necesidad de eliminar la regularizacio´n. Adema´s, la contribucio´n no ano´mala se puede
escribir en te´rminos de 13 constantes de baja energ´ıa. Los valores nume´ricos muestran un
acuerdo razonable con los esperados fenomenolo´gicamente, si bien existen algunas discre-
pancias para L8 y L10. E´stas se podr´ıan explicar de manera natural como fallos del modelo a
la hora de reproducir las condiciones quirales a cortas distancias, y sugiere que e´ste necesita
ser mejorado. Por otra parte, si se intenta comparar las LEC’s no-gravitacionales restantes
con las predicciones de Nc grande en la aproximacio´n de una u´nica resonancia, tiene lugar
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una nueva reduccio´n de para´metros. En particular, el mejor acuerdo se encuentra para el
caso de mesones escalar y vector degenerados.
Se han estimado las LEC’s gravitatorias L11, L12 y L13 en el contexto de los modelos de
quarks quirales. Estas constantes dependen de las propiedades de curvatura de la me´trica
en espacio-tiempo curvo. Este ca´lculo permite la determinacio´n de algunos elementos de
matriz del tensor energ´ıa-impulso. Nuestro ana´lisis sugiere que el acoplamiento del meso´n
escalar con el condensado de quarks m0qq, y el meso´n escalar acoplado con la traza del
tensor energ´ıa-impulso θµµ, no coinciden necesariamente. Estos dos operadores se comportan
de manera diferente bajo simetr´ıa quiral, ya que m0qq se anula en el l´ımite quiral mientras
que θµµ no lo hace. Esto se materializa en el modelo quark espectral en el hecho de que estos
dos mesones escalares dependen de momentos espectrales impares y pares, respectivamente.
Por otra parte, se obtieneMf0 = Mf2 =
√
2MV =
√
2MS = 4π
√
3/Ncfπ, que constituye un
resultado muy razonable si tenemos en cuenta la aproximacio´n de un loop de quarks en que
estamos trabajando. Se han discutido otras relaciones de dualidad quark-meso´n, lo cual ha
permitido una determinacio´n bastante precisa de las LEC’s ya conocidas, y se muestran
de acuerdo con los valores conocidos a dos loops dentro de los errores experimentales.
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Cap´ıtulo 8
Conclusiones
8.1. Resumen y Conclusiones
En esta tesis se ha hecho un estudio detallado de algunos efectos de temperatura y de
curvatura en QCD y en algunos modelos de quarks quirales. Las conclusiones y logros ma´s
significativos de este trabajo han sido los siguientes:
Se ha construido un desarrollo del heat kernel invariante gauge orden por orden a
temperatura finita, dentro del formalismo de tiempo imaginario, para espacio-tiempo
plano. Se ha considerado un tratamiento general va´lido en cualquier gauge, y en pre-
sencia de campos escalares que pueden ser no abelianos y no esta´ticos. Para preservar
la invariancia gauge a temperatura finita se ha hecho uso del loop de Polyakov, y se
ha llegado hasta orden 6 en un contaje en dimensiones de masa.
Se ha aplicado el desarrollo del heat kernel para el ca´lculo de la accio´n efectiva de
QCD a un loop, incluyendo fermiones sin masa, en la regio´n de temperaturas grandes.
Se ha considerado un loop de Polyakov no esta´tico. Se ha estudiado la invariancia
gauge del resultado, y en concreto la rotura expl´ıcita de la simetr´ıa del centro por
efecto de los fermiones.
Se ha obtenido la accio´n de la teor´ıa efectiva dimensionalmente reducida de QCD,
va´lida en el re´gimen de temperaturas grandes. Esto ha permitido obtener nuevos
te´rminos de orden 6 no calculados en la literatura, tanto en el sector fermio´nico como
en el gluo´nico.
Se ha propuesto un modelo fenomenolo´gico que permite describir con gran e´xito los
datos del ret´ıculo tanto para el loop de Polyakov renormalizado como para la energ´ıa
libre de un quark pesado, en el re´gimen de temperaturas inmediatamente por encima
de la transicio´n de fase. Este modelo da cuenta de contribuciones no perturbativas
provenientes de condensados gluo´nicos, y se ha obtenido una prediccio´n para el valor
del condensado gluo´nico de dimensio´n 2 en el re´gimen de temperaturas considerado,
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Tc ≤ T ≤ 6Tc. El resultado se muestra de acuerdo con otras predicciones existentes
tanto a temperatura cero como a temperatura finita.
Se ha estudiado la analog´ıa existente entre el loop de Polyakov y el potencial quark-
antiquark a temperatura cero. Esto ha permitido encontrar una relacio´n entre el
condensado gluo´nico de dimensio´n 2 y la tensio´n de la cuerda.
Se ha introducido el loop de Polyakov de color en los modelos de quarks quirales a
nivel de un loop de quarks, siguiendo un esquema de acoplamiento mı´nimo, y hemos
visto que esto permite resolver algunas inconsistencias que presentaban estos modelos
en su tratamiento esta´ndar a temperatura finita. En concreto, la integracio´n sobre el
grupo gauge da lugar a una conservacio´n de trialidad, y el contaje en Nc se muestra
de acuerdo con las predicciones de Teor´ıa Quiral de Perturbaciones.
Se ha calculado el lagrangiano efectivo quiral a temperatura finita de los modelos
Nambu–Jona-Lasinio y Quark Espectral a nivel de un loop de quarks y a nivel a´rbol
para los mesones, en la aproximacio´n quenched, y se ha obtenido una prediccio´n para
las constantes de baja energ´ıa de Teor´ıa Quiral de Perturbaciones.
Se han analizado algunas correcciones de orden mayor para los modelos de quarks
quirales acoplados con el loop de Polyakov. En concreto correcciones gluo´nicas, lo-
cales, y las provenientes de ir ma´s alla´ de un loop de quarks. Se ha encontrado que
los efectos te´rmicos esta´n exponencialmente suprimidos a temperaturas pequen˜as, y
vienen dominados por loops meso´nicos. Adema´s, se ha analizado la influencia del
determinante fermio´nico sobre algunos observables como el condensado de quarks y
el valor esperado del loop de Polyakov, y se han estudiado sus implicaciones sobre
las transiciones de fase quiral y de desconfinamiento de color.
Se ha estudiado el acoplamiento de los modelos de quarks quirales con gravedad,
y se ha analizado la correspondiente estructura del tensor energ´ıa-impulso a ba-
jas energ´ıas para cuatro modelos concretos: Quark Constituyente, Georgi-Manohar,
Nambu–Jona-Lasinio y Quark Espectral. Se ha obtenido una prediccio´n para los
coeficientes de baja energ´ıa correspondientes a los te´rminos no me´tricos con contri-
buciones de curvatura.
Se ha obtenido la contribucio´n ano´mala quiral a la accio´n efectiva en el modelo
quark espectral. Despue´s de introducir una regularizacio´n conveniente, el resultado
no depende de los detalles de la funcio´n espectral, de modo que coincide con la
anomal´ıa de QCD.
Se han comparado los resultados del modelo quark espectral para las constantes
quirales de baja energ´ıa, con las predicciones de Nc grande en la aproximacio´n de
una u´nica resonancia. El mejor acuerdo se encuentra para el caso de mesones escalar
y vector degenerados, dando lugar a unas relaciones de dualidad quark-meso´n, que
han permitido una determinacio´n precisa de las constantes de baja energ´ıa conocidas.
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Ape´ndice A
Transformaciones Gauge
En este ape´ndice explicaremos que´ se entiende por transformacio´n gauge y discutiremos
ciertas propiedades que cumple una transformacio´n gauge a temperatura finita. Estudia-
remos la rotura de la simetr´ıa del centro del grupo gauge al considerar una teor´ıa con
fermiones. Vamos a seguir en parte la referencia [147].
A.1. Definiciones
Consideremos un operador f(M,Dµ) construido con M y Dµ en sentido algebraico.
Una configuracio´n gauge transformada (MU , AUµ ) es una de la forma
MU (x) = U−1(x)M(x)U(x) ,
AUµ (x) = U
−1(x)∂µU(x) + U−1(x)Aµ(x)U(x) , (A.1)
donde la transformacio´n gauge U(x) es una funcio´n que toma valores sobre matrices en
el espacio interno. Esta transformacio´n corresponde a una transformacio´n de semejanza
de Dµ de la forma D
U
µ = ∂µ + A
U
µ (x) = U
−1(x)DµU(x), donde U(x) se considera que es
un operador multiplicativo en el espacio de Hilbert H de las funciones de onda. Debido a
que f(M,Dµ) esta´ construido con M , Dµ y c-nu´meros, se sigue que f(M,Dµ) tambie´n se
transforma bajo una transformacio´n de semejanza
f(MU , DUµ ) = U
−1f(M,Dµ)U . (A.2)
U(x) pertenece a cierto grupo gauge G y el campo gauge Aµ(x) es un elemento del a´lgebra
de Lie de G. La clase de matricesM(x) debe ser cerrada bajo transformaciones gauge. U(x)
debe ser una funcio´n continua del espacio-tiempo y a temperatura finita ha de ser perio´dica
(salvo una posible fase global) como funcio´n de x0. Notar que una transformacio´n gauge
deja invariante el espectro de f(M,Dµ), por tratarse de una transformacio´n de semejanza.
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A.2. Gauges estacionarios
En ca´lculos expl´ıcitos suele ser usual fijar el gauge a trave´s de la condicio´n ∂0A0 = 0,
que no implica pe´rdida de generalidad ya que este gauge siempre existe.1 Esto quiere decir
que para cada configuracio´n existe una transformacio´n gauge que la lleva a la configuracio´n
estacionaria. Una vez fijado este gauge, queda au´n cierta libertad. Cuando se trabaja en
el gauge estacionario, para comprobar la invariancia gauge es necesario encontrar el resto
de transformaciones compatibles con este gauge y ver que todas ellas producen el mismo
resultado. A continuacio´n vamos a determinar cua´l es la transformacio´n gauge ma´s general
de este tipo.
Sean Aµ y Bµ dos configuraciones estacionarias y sea U una transformacio´n gauge que
transforma Aµ en Bµ. Esto quiere decir
B0(~x) = U
−1(x)∂0U(x) + U
−1(x)A0(~x)U(x) . (A.3)
Notar que el primer te´rmino cambia la magnitud de A0 y el segundo simplemente lo rota en
el espacio interno. Podemos simplificar esta ecuacio´n si hacemos uso de la variable auxiliar
V (x) = exp(x0A0(~x))U(x), con lo que queda
B0(~x) = V
−1(x)∂0V (x) . (A.4)
La solucio´n ma´s general de (A.4) va a estar formada por una transformacio´n gauge arbi-
traria independiente del tiempo y por una transformacio´n cuya dependencia temporal sea
lineal2
V (x) = U0(~x)e
x0B0(~x) . (A.5)
Un modo conveniente de escribir la transformacio´n es haciendo uso del cambio de variable
B0(~x) = U
−1
0 (~x)(A0(~x) + Λ(~x))U0(~x) , (A.6)
con lo cual finalmente queda
U(x) = e−x0A0(~x)ex0(A0(~x)+Λ(~x))U0(~x) . (A.7)
Ahora debemos imponer la condicio´n de que U(x) es funcio´n perio´dica de x0, salvo una
posible fase global
U(x0 + β, ~x) = e
iαU(x0, ~x) . (A.8)
Aqu´ı α es una fase global escalar multiplicada por la matriz identidad. Esto conduce a la
restriccio´n
eβ(A0(~x)+Λ(~x)) = eiαeβA0(~x) , (A.9)
lo cual va a producir una discretizacio´n en la parte temporal de la transformacio´n gauge.
De (A.9) se deduce que A0(~x) y Λ(~x) deben conmutar con exp(βA0(~x)). Si el espectro de
1Este gauge es conocido en la literatura como ’gauge de Polyakov’, aunque nosotros nos referiremos a
e´l tambie´n como gauge estacionario.
2Una dependencia no lineal dar´ıa lugar a una contribucio´n temporal en B0.
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la matriz unitaria exp(βA0(~x)) es no degenerado, e´sta puede ser diagonalizada en una base
que es esencialmente u´nica e independiente de ~x. En este caso A0(~x) y Λ(~x) deben ser
diagonales en la misma base y por tanto van a conmutar entre s´ı. Esto da lugar a que la
condicio´n sobre Λ sea
eβΛ(~x) = eiα , [A0(~x),Λ(~x)] = 0 . (A.10)
La primera condicio´n conduce a que los valores propios de Λ(~x) sean de la forma χj =
i(α + 2πnj)/β, nj ∈ Z. Notar que por continuidad estos enteros deben ser independientes
de ~x. Finalmente la transformacio´n gauge queda
U(x) = ex0Λ(~x)U0(~x) , (A.11)
expresio´n va´lida cuando el espectro de exp(βA0(~x)) es no degenerado.
A.3. Particularizacio´n al grupo gauge SU(Nc)
A.3.1. Simetr´ıa del centro del grupo gauge
Consideremos espec´ıficamente el grupo gauge SU(Nc). En la ecuacio´n (A.8), tomando
en cada miembro el determinante y teniendo en cuenta que Det(U) = 1, obtenemos que los
valores permitidos de α son cuando Det[exp(iα)] = 1, esto es α = 2πn/Nc, n ∈ Z. Puesto
que solamente esta´n permitidos valores discretos para α, esto implica que la matriz Λ debe
ser independiente de ~x, por continuidad. Como ejemplo, en SU(2) los valores propios de Λ
son de la forma χj = iπnj/β, nj ∈ Z. Para SU(Nc), con Nc > 2, es siempre posible elegir
una representacio´n fundamental en la cual todos los generadores diagonales excepto uno
tengan al menos un valor propio cero [por ejemplo, las matrices de Gell-Mann λ3 y λ8 para
SU(3)]. La transformacio´n U se escribira´
U(x) = exp(x0λaΛ
a)U0(~x) , (A.12)
donde λa/2i son los generadores diagonales del grupo. Los te´rminos Λ
a correspondientes a
cada uno de los generadores con un valor propio cero deben ser de la forma Λa = i2πna/β.
El otro generador λN2c−1 viene dado por
λN2c−1 = diag(1, 1, · · · , 1−Nc)ρ , (A.13)
donde ρ es un factor de normalizacio´n. En este caso ΛN
2
c−1 = i2πn/(Ncβ) dan lugar a
transformaciones gauge permitidas. Esto quiere decir que adema´s de la simetr´ıa gauge
SU(Nc), exite una simetr´ıa extra global Z(Nc), que es el centro del grupo gauge. Esta
simetr´ıa es generada por la accio´n de transformaciones gauge locales que son perio´dicas en
la variable temporal, salvo un elemento arbitrario de Z(Nc),
U(x0 + β, ~x) = z U(x0, ~x) , z = e
i2πn/Nc , (A.14)
mo´dulo transformaciones gauge locales estrictamente perio´dicas.
174 Cap´ıtulo A: Transformaciones Gauge
A.3.2. Rotura expl´ıcita de la simetr´ıa del centro
La situacio´n cambia si hay fermiones en la teor´ıa. Puesto que los fermiones transforman
como ψ → Uψ, no hay factores U−1 que cancelen la fase global. Por tanto, con objeto
de que las condiciones de contorno temporales para fermiones queden inalteradas bajo
transformaciones gauge, so´lo esta´n permitidas transformaciones que satisfagan (A.8) con
α = 0. Esto quiere decir que los fermiones rompen la simetr´ıa del centro del grupo gauge
que esta´ presente en todas las teor´ıas gauge puras. En consecuencia, la forma ma´s general
de Λa para una teor´ıa SU(Nc) con fermiones es Λ
a = i2πna/β.
La rotura de la simetr´ıa del centro del grupo gauge se manifiesta en que algunos de
los mı´nimos absolutos degenerados del potencial efectivo de la teor´ıa gauge pura dejan de
serlo cuando la teor´ıa incluye fermiones. No obstante, es posible probar que estos mı´nimos
seguira´n siendo puntos estacionarios del potencial efectivo completo con fermiones. En
el gauge de Polyakov A0 es independiente del tiempo y diagonal. Una matriz diagonal
arbitraria de su(Nc) se puede escribir siempre como una combinacio´n lineal de matrices que
tengan al menos un cero en la diagonal y la matriz λN2c−1 dada en (A.13). U´nicamente esta
u´ltima matriz pondra´ de manifiesto el mı´nimo que estamos buscando, por lo comentado
anteriormente. El potencial efectivo de QCD que calculamos en el cap´ıtulo 3 se puede
escribir como
L0,q(x) = −(2π)
2
3β4
Nf trB4
(
1
2
+ ν
)
, Ω(x) = ei2πν , −1
2
< ν <
1
2
, (A.15)
para el sector fermio´nico y
L0,g(x) = 2π
2
3β4
t̂rB4 (ν̂) , Ω̂(x) = e
i2πν̂ , 0 < ν̂ < 1 (A.16)
para el sector gluo´nico. tr es traza en la representacio´n fundamental del grupo gauge y t̂r es
en la representacio´n adjunta. Los valores propios del loop de Polyakov en la representacio´n
fundamental son ωA = exp(i2πνA), A = 1, . . . , Nc, y en la representacio´n adjunta ωAA˙ =
exp(i2π(νA − νA˙)), A, A˙ = 1, . . . , Nc. Si hacemos uso de la representacio´n en serie de los
polinomios de Bernoulli [52]
B2ℓ(x) =
(−1)ℓ−12(2ℓ)!
(2π)2ℓ
∞∑
n=1
cos(2πnx)
n2ℓ
, 0 ≤ x ≤ 1 , n = 1, 2, . . . (A.17)
y nos limitamos a considerar el potencial efectivo para λN2c−1 obtenemos
L0,q(x) = 4Nf
π2β4
∞∑
n=1
(−1)n
n4
{(Nc − 1) cos(2πnρ) + cos((Nc − 1)2πnρ)} , (A.18)
L0,g(x) = − 2
π2β4
∞∑
n=1
1
n4
{
2(Nc − 1) cos(2πnNcρ) + (Nc − 1)2
}
. (A.19)
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Los mı´nimos de L0,g se encuentran en ρ = m/Nc, con m entero. Si diferenciamos el lagran-
giano L0,q respecto a ρ se puede comprobar que estos mı´nimos se corresponden exactamente
con puntos estacionarios (mı´nimos o ma´ximos) de la parte fermio´nica. En consecuencia, el
potencial efectivo total siempre va a tener puntos estacionarios en ρ = m/Nc.
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Ape´ndice B
Integrales en tiempo propio con
regularizacio´n dimensional
Para obtener el lagrangiano efectivo de QCD quiral a un loop del cap´ıtulo 3 hemos
necesitado calcular las trazas en espacio interno y las integrales en τ . En este ape´ndice
calcularemos la expresio´n gene´rica de la siguiente integral regulada dimensionalmente
I±ℓ,n(ν) =
∫ ∞
0
dτ
τ
(4πµ2τ)ǫτ ℓϕ±n (e
i2πν) , ν, ℓ, ǫ ∈ R , n = 0, 1, 2, . . . (B.1)
Las funciones ϕn las definimos en su momento como
ϕ±n (Ω; τ/β
2) =
(4πτ)1/2
β
∑
p±0
τn/2QneτQ
2
, Q = ip±0 −
1
β
log(Ω) , (B.2)
donde en la versio´n boso´nica sumamos sobre las frecuencias de Matsubara p+0 = 2πn/β,
y en la versio´n fermio´nica sobre p−0 = 2π(n +
1
2
)/β. Centre´monos por el momento en la
versio´n boso´nica de la funcio´n ϕn. Vamos a tener
I+ℓ,n(ν) = (4πµ
2)ǫ
√
4π
β
(
2πi
β
)n∑
k∈Z
(k − ν)n
∫ ∞
0
dττ ℓ+ǫ+(n−1)/2e−(
2pi
β
)2(k−ν)2τ , ν 6∈ Z .
(B.3)
Debido a la sumatoria en k ∈ Z, la funcio´n es perio´dica en ν con per´ıodo 1. El caso ν ∈ Z
sera´ discutido ma´s tarde. La integral sobre τ se calcula y se obtiene
I+ℓ,n(ν) = i
n(4πµ2)ǫ
(
β
2π
)2(ℓ+ǫ)
Γ(ℓ+ ǫ+ (n+ 1)/2)
Γ(1
2
)
∑
k∈Z
(k − ν)n
|k − ν|n
1
|k − ν|2(ℓ+ǫ)+1 . (B.4)
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Definamos ν = k0 + ν̂, donde 0 < ν̂ < 1 y k0 ∈ Z. La suma sobre k la podemos dividir en
una suma para k ≤ k0 y otra para k > k0
I+ℓ,n(ν) = i
n(4πµ2)ǫ
(
β
2π
)2(ℓ+ǫ)
Γ(ℓ+ ǫ+ (n+ 1)/2)
Γ(1
2
)
×
(∑
k≤k0
(−1)n
(k0 + ν̂ − k)2(ℓ+ǫ)+1 +
∑
k>k0
1
(k − k0 − ν̂)2(ℓ+ǫ)+1
)
. (B.5)
Si hacemos uso de la funcio´n ζ de Riemann generalizada [52]
ζ(z, q) =
∞∑
n=0
1
(n + q)z
[Re z > 1, q 6= 0,−1,−2, . . .] , (B.6)
llegamos a la siguiente expresio´n
I+ℓ,n(ν) = (4π)
ǫ
(
µβ
2π
)2ǫ(
β
2π
)2ℓ
Γ(ℓ+ ǫ+ (n+ 1)/2)
Γ(1
2
)
×
[
(−i)nζ(1 + 2ℓ+ 2ǫ, ν̂) + inζ(1 + 2ℓ+ 2ǫ, 1− ν̂)
]
, (B.7)
donde ν̂ = ν (mod 1), 0 < ν̂ < 1.
Las versiones boso´nica y fermio´nica de las funciones ϕn esta´n relacionadas por Ω→ −Ω,
esto es ϕ+n (Ω) = ϕ
−
n (−Ω). Por tanto I−ℓ,n se puede obtener a partir de las integrales I+ℓ,n con
el cambio ν → ν + 1
2
,
I−ℓ,n(ν) = (4π)
ǫ
(
µβ
2π
)2ǫ(
β
2π
)2ℓ
Γ(ℓ+ ǫ+ (n+ 1)/2)
Γ(1
2
)
×
[
(−i)nζ(1 + 2ℓ+ 2ǫ, 1
2
+ ν) + inζ(1 + 2ℓ+ 2ǫ, 1
2
− ν)
]
, (B.8)
donde ν = (ν + 1
2
) (mod 1)− 1
2
, −1
2
< ν < 1
2
. Notar que
I±ℓ,2n(ν) = (−1)n
Γ(ℓ+ ǫ+ n + 1
2
)
Γ(ℓ+ ǫ+ 1
2
)
I±ℓ,0(ν) , I
±
ℓ,2n+1(ν) = (−1)n
Γ(ℓ+ ǫ+ n+ 1)
Γ(ℓ+ ǫ+ 1)
I±ℓ,1(ν) .
(B.9)
Estas funciones son perio´dicas en ν y bajo paridad se comportan
I±ℓ,n(ν) = (−1)nI±ℓ,n(−ν) . (B.10)
En el problema de la reduccio´n dimensional de la teor´ıa de Yang-Mills u´nicamente se
suma sobre fluctuaciones cua´nticas no esta´ticas (n 6= 0). Con objeto de preservar las pro-
piedades de periodicidad y paridad de las funciones I+ℓ,n, definimos las integrales boso´nicas
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sin el modo esta´tico eliminando la frecuencia k = k0 cuando ν̂ <
1
2
y la frecuencia k = k0+1
cuando ν̂ > 1
2
. Haciendo esto en (B.5) se obtiene
I ′+ℓ,n(ν) = (4π)
ǫ
(
µβ
2π
)2ǫ(
β
2π
)2ℓ
Γ(ℓ+ ǫ+ (n + 1)/2)
Γ(1
2
)
(B.11)
×
{
(−i)nζ(1 + 2ℓ+ 2ǫ, 1 + ν̂) + inζ(1 + 2ℓ+ 2ǫ, 1− ν̂) , 0 ≤ ν̂ < 1
2
,
(−i)nζ(1 + 2ℓ+ 2ǫ, ν̂) + inζ(1 + 2ℓ+ 2ǫ, 2− ν̂) , 1
2
< ν̂ ≤ 1 .
Estas funciones son finitas, incluso para valores enteros de ν̂.
Consideremos ahora ν ∈ Z. En este caso el modo esta´tico p+0 = 0 de las integrales I+ℓ,n(ν)
con n 6= 0 no contribuye. Este modo va a contribuir solamente en I+ℓ,0 dando origen a diver-
gencias infrarrojas o ultravioletas. En regularizacio´n dimensional la integral I+ℓ,0(ν)|p0=0 con
ν ∈ Z se define como cero ya que no tiene una escala natural. Esto conduce a la siguiente
prescripcio´n
I+ℓ,n(ν) = I
′+
ℓ,n = (4π)
ǫ
(
µβ
2π
)2ǫ(
β
2π
)2ℓ
Γ(ℓ+ ǫ+ (n+ 1)/2)
Γ(1
2
)
×
{
2(−1)n/2ζ(1 + 2ℓ+ 2ǫ) , (n par)
0 , (n impar)
ν ∈ Z . (B.12)
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Ape´ndice C
Lagrangiano Efectivo de QCD en
SU(2)
En este ape´ndice presentaremos el lagrangiano efectivo de QCD quiral a un loop a
temperatura alta calculado en el cap´ıtulo 3, para SU(2) en el sector de quarks y en el
sector gluo´nico, incluyendo todos los te´rminos hasta dimensio´n de masa 6. Los resultados
vienen dados en el esquema MS, y hemos considerado expl´ıcitamente un cutoff infrarrojo.
Las convenciones son las que aparecen en la seccio´n 3.7.
La´rbol(x) = 1
4g2(µ)
~F 2µν , (C.1)
L0,g(x) = π
2T 4
3
(
−1
5
+ 4ν̂2(1− ν̂)2
)
, (C.2)
L2,g(x) = − 11
96π2
[
1
11
+ 2 log
( µ
4πT
)
− ψ(ν̂)− ψ(1− ν̂)
]
~F 2µν‖
− 11
96π2
[
πT
m
+
1
11
+ 2 log
( µ
4πT
)
+ γE − 1
2
ψ(ν̂)− 1
2
ψ(1− ν̂)
]
~F 2µν⊥
+
1
24π2
~E2i −
1
48π2
(
πT
m
)
~E2i⊥ , (C.3)
L3,g(x) = 61
2160π2
(
1
4πT
)2 [
8
(
πT
m
)3
+ 2ζ(3)− ψ′′(ν̂)− ψ′′(1− ν̂)
]
(~Fµν × ~Fνα) · ~Fαµ
− 1
48π2
(
1
4πT
)2
[ψ′′(ν̂) + ψ′′(1− ν̂)] ~F 2λµν‖
+
1
96π2
(
1
4πT
)2 [
16
(
πT
m
)3
+ 4ζ(3)− ψ′′(ν̂)− ψ′′(1− ν̂)
]
~F 2λµν⊥
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+
1
480π2
(
1
4πT
)2
[ψ′′(ν̂) + ψ′′(1− ν̂)] ~F 2µµν‖
− 1
960π2
(
1
4πT
)2 [
16
(
πT
m
)3
+ 4ζ(3)− ψ′′(ν̂)− ψ′′(1− ν̂)
]
~F 2µµν⊥
− 3
80π2
(
1
4πT
)2
[ψ′′(ν̂) + ψ′′(1− ν̂)] ~F 20µν‖
+
3
160π2
(
1
4πT
)2 [
−8
(
πT
m
)3
+ 4ζ(3)− ψ′′(ν̂)− ψ′′(1− ν̂)
]
~F 20µν⊥
− 1
10π2
(
1
4πT
)2(
πT
m
)3
~E20i⊥
+
1
240π2
(
1
4πT
)2
[ψ′′(ν̂) + ψ′′(1− ν̂)] ~E2ii‖
− 1
480π2
(
1
4πT
)2 [
−8
(
πT
m
)3
+ 4ζ(3)− ψ′′(ν̂)− ψ′′(1− ν̂)
]
~E2ii⊥
+
1
240π2
(
1
4πT
)2
[ψ′′(ν̂) + ψ′′(1− ν̂)] ǫijk( ~Ei × ~Ej) · ~Bk (C.4)
+
1
240π2
(
1
4πT
)2 [
8
(
πT
m
)3
− 4ζ(3)− ψ′′(ν̂)− ψ′′(1− ν̂)
]
ǫijk( ~Ei⊥ × ~Ej⊥) · ~Bk‖ ,
L0,q(x) = 2
3
π2T 4Nf
(
2
15
− 1
4
(1− 4ν2)2
)
, (C.5)
L2,q(x) = Nf
96π2
[
2 log
( µ
4πT
)
− ψ(1
2
+ ν)− ψ(1
2
− ν)
]
~F 2µν −
Nf
48π2
~E2i , (C.6)
L3,q(x) = Nf
960π2
(
1
4πT
)2 [
ψ′′(1
2
+ ν) + ψ′′(1
2
− ν)] (C.7)
×
(16
3
(~Fµν × ~Fνα) · ~Fαµ + 5
2
~F 2λµν − ~F 2µµν − 2ǫijk( ~Ei × ~Ej) · ~Bk + 3~F 20µν − 2 ~E2ii
)
.
~a×~b es el producto vectorial de ~a y ~b, esto es
(~a×~b)i = ǫijkajbk . (C.8)
Como vemos, las contribuciones de los quarks no distinguen entre componentes paralelas
y perpendiculares. Esto se debe a que en SU(2) una funcio´n par en ν en la representacio´n
fundamental es necesariamente un c-nu´mero. Puesto que todas las funciones ϕn(Ω) involu-
cradas en los te´rminos de dimensio´n 6 son pares [ϕn(Ω)+ϕn(Ω
−1) = c·12×2], la dependencia
en ν de las ecs. (3.30) y (3.32) sale fuera de la traza, de modo que A0 no sera´ una direccio´n
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privilegiada en espacio de color. Este propiedad no se cumple en la representacio´n adjunta
(sector gluo´nico), ni tampoco en otros grupos SU(Nc) (por ejemplo, ec. (3.117)).
Las divergencias infrarrojas esta´n sujetas a que ν sea entero, de modo que no exis-
ten en el sector fermio´nico, y se cancelan en las contribuciones gluo´nicas que u´nicamente
involucran componentes paralelas.
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Ape´ndice D
Lagrangiano Efectivo del Modelo
Quark Quiral acoplado con el loop de
Polyakov
En este ape´ndice se explicara´ en detalle el ca´lculo del lagrangiano quiral efectivo a
temperatura finita presentado en la seccio´n 5.5. El ca´lculo se divide en tres partes. En
primer lugar se construira´ el operador de Klein-Gordon a partir del operador de Dirac y
su adjunto para la parte real de la accio´n efectiva. Haciendo uso de la representacio´n de
Schwinger de tiempo propio, deberemos calcular el heat kernel para este operador. Para
ello haremos uso de la te´cnica desarrollada en el cap´ıtulo 2. Calcularemos las trazas en
los grados de libertad internos (en nuestro caso, sabor). Finalmente, haremos uso de las
ecuaciones de movimiento con objeto de tener en cuenta el hecho de que los campos pio´nicos
esta´n en la capa de masas.
D.1. Operador de Klein-Gordon efectivo
El operador de Dirac que aparece en el determinante fermio´nico se comporta de ma-
nera covariante bajo transformaciones quirales. Esto implica que, en principio, habr´ıa que
considerar tanto el acoplamiento vector como el axial. Conseguiremos una gran simplifi-
cacio´n en nuestro tratamiento si hacemos uso de los convenios de ref. [148, 149], donde se
muestra que es suficiente con llevar a cabo el ca´lculo en el caso de un acoplamiento vector,
y posteriormente reconstruir el resultado quiral total de un modo conveniente.
Consideremos el siguiente operador de Dirac con un acoplamiento tipo vector
D =D/ +h, h = m+ z , (D.1)
donde h incluye el campo del pio´nm, que es orden O(p0), y el te´rmino de masa z que rompe
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expl´ıcitamente la simetr´ıa quiral, y que tomamos O(p2). Nuestra notacio´n es la siguiente
hLR = MU +
1
2B∗0
χ ,
hRL = MU
† +
1
2B∗0
χ† . (D.2)
La parte real de la accio´n efectiva es, formalmente
Γ+q [v, h] = −
1
2
Tr log(D†D) =:
∫ β
0
dx0
∫
d3xL∗q(x) , (D.3)
donde el operador de Klein-Gordon relevante viene dado por
D†D = −D2µ −
1
2
σµνFµν − γµD̂µh+m2 + h2 ,
h
2
= h2 −m2 = {m, z}+ z2 . (D.4)
El problema radica en hacer un desarrollo en derivadas covariantes para la accio´n efectiva.
Podemos identificar el operador de masa M(x) = −1
2
σµνFµν − γµD̂µh + h2. Haciendo uso
de la representacio´n de Schwinger de tiempo propio, el lagrangiano efectivo en espacio
eucl´ıdeo se puede escribir como
L∗q =
1
2
∫ ∞
0
dτ
τ
φ(τ) Tr e−τD
†D =
1
2
∫ ∞
0
dτ
τ
φ(τ)
e−τM
2
(4πτ)2
∑
n
τntr bTn . (D.5)
En esta representacio´n haremos uso de la regularizacio´n de Pauli-Villars [107]
φ(τ) =
∑
i
cie
−τΛ2i . (D.6)
Hasta O(p4) obtenemos las siguientes contribuciones para los coeficientes de Seeley-DeWitt
te´rmicos, despue´s de haber tomado la traza de Dirac
bT0 = 4ϕ0(Ω) ,
bT1/2 = 0 ,
bT1 = −4ϕ0(Ω)h
2
= −4ϕ0(Ω)
({m, z} + z2) ,
bT3/2 = 0 ,
bT2 = 2ϕ0(Ω)
(
(hµ)
2 + h
4 − 1
3
F 2µν
)
− 2
3
ϕ2E
2
i
= 2ϕ0(Ω)
(
(mµ)
2 + {mµ, zµ}+ {m, z}{m, z} − 1
3
F 2µν
)
− 2
3
ϕ2(Ω)E
2
i +O(p6) ,
bT5/2 = −
2
3
ϕ1{Ei, (h2)i} = −2
3
ϕ1{Ei, D̂i{m, z}} = O(p5) ,
bT3 = −
2
3
ϕ0(Ω)
(
mµ{mµ, {m, z}}+ {m, z}mµmµ + {Fµν , mµmν} −mµFµνmν
+
1
2
(mµν)
2
)
+
1
3
ϕ2(m0µ)
2 +O(p5) ,
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bT7/2 = O(p5) ,
bT4 =
1
6
ϕ0(Ω)(mµmµmνmν +mµmνmνmµ −mµmνmµmν) +O(p5) . (D.7)
D.2. Trazas de sabor e identidades u´tiles
Para Nf = 3 sabores se tiene la siguiente identidad de SU(3)
tr(ABAB) = −2tr(A2B2) + 1
2
tr(A2)tr(B2) + (tr(AB))2 , (D.8)
donde A y B son matrices hermı´ticas 3× 3 de traza cero. De aqu´ı se tiene
trf(mµmνmµmν) = −2trf ((mµ)2(mν)2) + 1
2
trf ((mµ)
2)trf((mν)
2) + (trf(mµmν))
2 , (D.9)
trf(m0mµm0mµ) = −2trf((m0)2(mµ)2) + 1
2
trf ((m0)
2)trf ((mµ)
2) + (trf (m0mµ))
2 . (D.10)
Otras identidades u´tiles son
trf ((mµν)
2) = trf((mµµ)
2)− 2trf (Fµνmµmν) + trf(mFµνmFµν)−M2trf(F 2µν) , (D.11)
trf((m0µ)
2) = trf(m00mµµ)− 2trf(Ei[m0, mi])− 2trf (E0immi) , (D.12)
donde hemos hecho uso de la propiedad Xµν = Xνµ + [Fµν , X ]. Podemos aplicar las ecua-
ciones de movimiento, ec. (D.30), para obtener
trf (mµzµ) =
1
2B∗0M2
trf(mµmµmx)− 1
4B∗0M
trf (mxmx) +
M
4B∗0
trf (x
2)
+
1
8MNfB∗0
trf([m, x])trf ([m, x]) , (D.13)
trf (mµµmνν) =
1
M2
trf (mµmµmνmν)− 1
2
trf(mxmx) +
M2
2
trf(x
2)
+
1
4Nf
trf ([m, x])trf ([m, x]) , (D.14)
trf(m00mµµ) =
1
M2
trf (m0m0mµmµ)−Mtrf (m00x)− 1
M
trf(m0m0mx)
+
1
2MNf
trf (m00m)trf([m, x]) . (D.15)
donde se han introducido los campos normalizados x = 2B∗0z. La notacio´n es la siguiente:
xLR = χ , xRL = χ
† . (D.16)
188
Cap´ıtulo D: Lagrangiano Efectivo del Modelo Quark Quiral acoplado con el loop de
Polyakov
Haciendo uso de (D.9)-(D.15) podemos calcular la traza en espacio de sabor de los coefi-
cientes de Seeley-DeWitt. Esto conduce a
trfb
T
0 = 4Nfϕ0(Ω) ,
trfb
T
1 = −ϕ0(Ω)
(
4
B∗0
trf(mx) +
1
B∗20
trf(x
2)
)
,
trfb
T
2 = 2ϕ0(Ω)trf(mµmµ) +
2
B∗0M2
ϕ0(Ω)trf (mµmµmx)
+
1
B∗0
(
1
B∗0
− 1
M
)
ϕ0(Ω)trf (mxmx) +
M
B∗0
(
M
B∗0
+ 1
)
ϕ0(Ω)trf (x
2)
−2
3
ϕ0(Ω)trf (F
2
µν)−
2
3
ϕ2(Ω)trf (E
2
i ) +
1
2MNfB∗0
ϕ0(Ω)trf ([m, x])trf([m, x]) ,
trfb
T
3 = −
4
3
ϕ0(Ω)trf (Fµνmµmν)− 1
3
ϕ0(Ω)trf(mFµνmFµν) +
1
3
M2ϕ0(Ω)trf(Fµν)
−1
6
M2ϕ0(Ω)trf (x
2) +
1
6
ϕ0(Ω)trf(mxmx) − 2
B∗0
ϕ0(Ω)trf (mµmµmx)
− 1
3M
ϕ2(Ω)trf(m0m0mx)−
M
3
ϕ2(Ω)trf(m00x)−
2
3
ϕ2(Ω)trf (Ei[m0, mi])
−2
3
ϕ2(Ω)trf (E0immi)−
1
3M2
ϕ0(Ω)trf (mµmµmνmν)
+
1
3M2
ϕ2(Ω)trf(m0m0mµmµ)−
1
12Nf
ϕ0(Ω)trf([m, x])trf ([m, x])
+
1
6MNf
ϕ2(Ω)trf(m00m)trf ([m, x])) ,
trfb
T
4 = −
1
12
ϕ0(Ω)trf(mµmµ)trf(mνmν)− 1
6
ϕ0(Ω)trf (mµmν)trf(mµmν)
+
2
3
ϕ0(Ω)trf(mµmµmνmν) . (D.17)
D.3. Integrales en tiempo propio
Las integrales en tiempo propio ba´sicas que definimos son
Jl(Λ,M, ν) :=
∫ ∞
0
dτ
τ
φ(τ)τ le−τM
2
ϕ0(Ω) , (D.18)
J l(Λ,M, ν) :=
∫ ∞
0
dτ
τ
φ(τ)τ le−τM
2
ϕ2(Ω) , (D.19)
donde Ω = ei2πν es una matriz SU(Nc) en espacio de color. Haciendo uso de la fo´rmula de
Poisson para la sumatoria, podemos escribir ϕ0 y ϕ2 del siguiente modo
ϕ0(Ω) =
∑
n∈Z
e−
n2β2
4τ (−Ω)n , (D.20)
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ϕ2(Ω) =
β2
2τ
∑
n∈Z
n2e−
n2β2
4τ (−Ω)n . (D.21)
La contribucio´n de temperatura cero viene dada por el te´rmino n = 0, y para e´l es ne-
cesario aplicar una regularizacio´n (aqu´ı usamos Pauli-Villars). En los te´rminos n 6= 0 la
regularizacio´n puede ser eliminada, pues el ban˜o te´rmico actu´a de por s´ı como un regulador
ultravioleta. Esta aproximacio´n esta´ justificada a temperaturas suficientemente pequen˜as
T ≪ ΛPV. T´ıpicamente ΛPV ≈ 1GeV de modo que incluso para T ≈ M ≈ 300MeV la
aproximacio´n es va´lida. El ca´lculo de las integrales conduce a
Jl(Λ,M, ν) = 1Nc×NcΓ(l)
∑
i
ci(Λ
2
i +M
2)−l (D.22)
+2
(
β
2M
)l ∞∑
n=1
nlKl(nβM)((−Ω)n + (−Ω)−n) , Re(l) > 0 ,
J0(Λ,M, ν) = −1Nc×Nc
∑
i
ci log(Λ
2
i +M
2)
+2
∞∑
n=1
K0(nβM)((−Ω)n + (−Ω)−n) , (D.23)
J−1(Λ,M, ν) = 1Nc×Nc
∑
i
ci(Λ
2
i +M
2) log(Λ2i +M
2)
+
4M
β
∞∑
n=1
K1(nβM)
n
((−Ω)n + (−Ω)−n) , (D.24)
J−2(Λ,M, ν) = −1Nc×Nc
1
2
∑
i
ci(Λ
2
i +M
2)2 log(Λ2i +M
2)
+8
(
M
β
)2 ∞∑
n=1
K2(nβM)
n2
((−Ω)n + (−Ω)−n) , (D.25)
J l(Λ,M, ν) = β
l+1
(2M)l−1
∞∑
n=1
nl+1Kl−1(nβM)((−Ω)n + (−Ω)−n) , l ∈ R . (D.26)
D.4. Ecuaciones cla´sicas de movimiento
A orden O(p2) el lagrangiano quiral se escribe
L∗(2)q =
∫ ∞
0
dτ
τ
φ(τ)
e−τM
2
(4π)2
trcϕ0(Ω)
[
trf (mµmµ)− 4
τ
trf (mz)
]
=
1
(4π)2
(
trcJ0(Λ,M, ν)trf(mµmµ)− 4trcJ−1(Λ,M, ν)trf (mz)
)
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=
M2
(4π)2
trcJ0(Λ,M, ν)
(
trf(D̂µU
†D̂µU)− 2
M
trcJ−1(Λ,M, ν)
trcJ0(Λ,M, ν) trf (zRLU + zLRU
†)
)
=
M2
(4π)2
trcJ0(Λ,M, ν)trf
(
D̂µU
†D̂µU − (χ†U + χU †)
)
, (D.27)
donde la normalizacio´n del campo χ viene dada por el factor
χ = 2B∗0 zLR , χ
† = 2B∗0 zRL , B
∗
0 =
1
M
trcJ−1(Λ,M, ν)
trcJ0(Λ,M, ν) . (D.28)
y
f ∗π
2
4
=
M2
(4π)2
trcJ0(Λ,M, ν) . (D.29)
Si minimizamos la accio´n a este orden, se obtienen las ecuaciones de movimiento de Euler-
Lagrange
mµµm+mµmµ − M
2
[m, x] +
M
2Nf
trf ([m, x]) = 0 . (D.30)
El u´ltimo te´rmino en ec. (D.30) viene de imponer la condicio´n Det(U) = 1, pues estamos
considerando un grupo de sabor SU(Nf ).
D.5. Lagrangiano Efectivo
El lagrangiano efectivo se puede escribir como
L∗q = L∗(0)q + L∗(2)q + L∗(4)q + · · · . (D.31)
Haciendo uso de la expresio´n del lagrangiano en ec. (D.5), los coeficientes de Seeley-DeWitt
de ec. (D.17) y despue´s de calcular la integral en tiempo propio con regularizacio´n de Pauli-
Villars, se obtiene
L∗(0)q =
2Nf
(4π)2
trcJ−2(Λ,M, ν) , (D.32)
L∗(2)q =
f ∗π
2
4
trf
(
D̂µU
†D̂µU − (χ†U + χU †)
)
,
L∗(4)q = −L∗1trf(uµuµ)trf (uνuν)− L∗2trf (uµuν)trf (uµuν)− L∗3trf(uµuµuνuν)
−L∗3trf(u0u0uµuµ) + 2L∗4trf(uµuµ)trf (xu) + 2L∗5trf(uµuµux)
+2L
∗
5trf(u0u0ux) + 2L
∗′
5 trf(u00x)− 2(L∗6 + L∗7)trf(ux)trf(ux)
−2(L∗6 − L∗7)trf (ux)trf (xu) + 2L
∗′
trf (u00u)trf([u, x])− 2L∗8trf (uxux)
−2L∗9trf(Fµνuµuν)− 2L
∗
9trf(Ei[u0, ui])− 2L
∗′
9 trf (E0iuui)
+L∗10trf(uFµνuFµν) + 2H
∗
1trf (F
2
µν) + 2H
∗
1trf(E
2
i )−H∗2 trf (x2) , (D.33)
donde se ha usado la notacio´n m =Mu. Los coeficientes que aparecen en ec. (D.33) se han
escrito de manera que se correspondan con la convencio´n de Gasser-Leutwyler.
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